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Ta ¢lanek obravnava razli¢na prirejanja v grafih in njihove lastnosti. Najprej se osredotoci na najvecja in stabilna
prirejanja v dvodelnih grafih z utezmi, nato pa se kot kompromis med tema dvema konceptoma uvede popularna
prirejanja. Predstavi tudi Gale-Shapleyjev algoritem za iskanje stabilnih prirejanj in algoritem za iskanje najvecjih
popularnih prirejanj v dvodelnih grafih z utezmi.

POPULAR MATCHINGS

This article discusses various matchings in graphs and their properties. It first focuses on maximum and stable
matchings in weighted bipartite graphs, and then introduce popular matchings, a compromise between these two
concepts. The article also presents the Gale-Shapley algorithm for computing a stable matching and an algorithm for
computing a largest popular matching in weighted bipartite graphs.

1. Uvod

Prirejanja so pomemben koncept v teoriji grafov, ki omogoca reSevanje razli¢cnih optimizacijskih pro-
blemov, pri katerih je treba povezati dve mnozici elementov glede na dolo¢ena pravila ali preference.
Recimo, da imamo plesalke in plesalce, ki jih Zelimo razporediti v plesne pare. Nekateri med njimi
se poznajo, nekateri pa ne. Ali jih lahko razporedimo v pare tako, da se plesalca v paru poznata
med sabo? Kako razporediti studente v Studentske domove, ¢e zelimo upostevati njihove zelje glede
tega, v katerem domu bi najraje bili? Kako studente razporediti na fakultete, ¢e ima vsak Student
svoj razpored ljubsih fakultet in vsaka fakulteta rangira Studente? Zgornje probleme lahko resimo
s pomocjo prirejanj. Prirejanje plesalke in plesalce razporedi v pare, ki se med seboj poznajo, pri
tem pa lahko tudi nekatere plesalke in plesalce pusti brez para. Vsak plesalec ali plesalka je lahko
v najve¢ enem paru.

S teorijo prirejanj se je ze leta 1916 ukvarjal Dénes Konig, ki je napisal prvo knjigo o teoriji
grafov [7]. Skozi leta so se razvile razlicne vrste prirejanj za reSevanje razlicnih vrst problemov.
Nekatera se osredotoc¢ajo na ¢im veéje Stevilo prirejenih parov (najvecja prirejanja). V grafih z
utezmi lahko iS¢emo prirejanja z najmanso ali najvecjo ceno. Ce imamo dane funkcije preferenc,
pa lahko gledamo na Zelje posameznikov, ki jih prirejamo. Stabilna prirejanja, recimo, so primer
prirejanj, ki upostevajo zelje posameznikov tako, da v njih nobena dva posameznika ne bi bila raje
drug z drugim kot s svojim trenutnim parom.

Znani so tudi razli¢ni algoritmi za iskanje razliénih vrst prirejanj. Madzarska metoda (Hungarian
algorithm) pois¢e najvecje prirejanje dvodelnega grafa oziroma najcenejse prirejanje v dvodelnem
grafu z utezmi [8]. Lloyd Shapley in David Gale sta leta 1962 predstavila algoritem (Gale-Shapley
algorithm [2]) za iskanje stabilnega prirejanja v dvodelnem grafu.

Leta 1975 je Peter Gérdenfors uvedel pojem popularnega prirejanja [5], ki pravzaprav izhaja
iz kognitivne znanosti. Ce primerjamo dve prirejanji tako, da vozliséa glasujejo za eno ali drugo
prirejanje glede na to s kom so v paru v danem prirejanju, so popularna prirejanja tista, ki ne izgubijo
proti nobenem izmed ostalih prirejanj. Popularno prirejanje je posplositev stabilnega prirejanja, saj
poskusa ugoditi zeljam skupine kot celote. Gérdenfors je tudi dokazal, da je vsako stabilno prirejanje
popularno. Naslednjih nekaj let ve¢jih novih odkritij na podro¢ju popularnih prirejanj ni bilo, na
zacetku 21. stoletja pa so Stevilne nove objave pokazale pomen te teme. Popularna prirejanja
resujejo probleme, kot so dodeljevanje studentov na univerze [9], razporejanje prebivalcev v domove
za ostarele [10] in oblikovanje stabilnih trgovinskih omrezij [11].
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2. Najvecja prirejanja in stabilna prirejanja

Najprej se spomnimo nekaj osnovnih pojmov iz teorije grafov. Ve¢ o grafih najdemo v [1].

Graf je matematicna struktura, s katero prikazemo mnozico objektov (vozlis¢a) in povezave med
nekaterimi od njih. Formalno je graf urejeni par G = (V, E), pri éemer je V konéna mnozica v0zlisé
in F mnozica povezav. Pisemo tudi V (G) in E(G). Graf je lahko usmerjen ali neusmerjen. V
neusmerjenih grafih je £ C {{u,v} |u,v € V,u # v}. Povezavo {u,v} krajse zapisemo kot uwv in
velja uv = vu. V usmerjenih grafih je £ C {(u,v) |u,v € V,u # v}. Povezavo (u,v) krajse zapisemo
kot uv. Tu wv in vu oznacujeta razlicni povezavi, uv ima zacetek v vozlis¢u u in konec v vozliséu v.

Graf G = (V, E) je dvodelen, ¢e obstaja taksna razdelitev mnozice V= X UY, da za vsako
povezavo uv € Eveljau e X inveYalive XinueV.

Zaporedju paroma razli¢nih vozlis¢ v, vy, ... v, grafa G = (V, E), za katere velja vjv;41 € E
za i € {0,1,...n — 1}, pravimo pot v grafu. Cikel v grafu je pot, ki ji dodamo Se povezavo v,vy.
V nadaljevanju bomo uporabljali predvsem povezave v tej poti, zato se dogovorimo, da pot lahko
pomeni tudi mnozico povezav {vov1, V1V, ..., Up—1Un }

Definicija 1. Naj bo G = (V, E) graf. Mnozica povezav M C E je prirejanje, ¢e nobeni dve povezavi
iz M nimata skupnega krajisca. Ce je povezava uv v prirejanju M, pravimo, da je vezana in da sta
si vozlis¢i u in v prirejeni oziroma sta par. Pravimo tudi, da je u par v in v par u ter oznac¢imo z
M (v) = u oziroma M (u) = v. Ce povezava uv ni v prirejanju M, pravimo, da je prosta. Vozlisce
u je vezano ali v paru, ¢e je krajis¢e povezave iz M, sicer je prosto. Z U(M) ozna¢imo mnozico
vozlis¢, ki so vezana v prirejanju M.

Definicija 2. Naj bo G = (V, E) graf, M prirejanje v grafu G, P pot in C cikel v grafu G. Pot P
v grafu G je izmenicna glede na prirejanje M, ¢e se v njej izmenjujejo proste in vezane povezave.
Cikel C' v grafu G je izmenicen glede na prirejanje M, Ce se v njej izmenjujejo proste in vezane

Definicija 3. Naj bosta A in B mnozici. Mnozico A® B = (AU B) \ (AN B) imenujemo simetriéna
razlika mnozic A in B.

Trditev 4. Ce v grafu obstaja povecujoca pot P glede na prirejanje M, potem je tudi M &P prirejanje
in velja |M & P| = |M|+ 1.

Dokaz. Prirejanje M in mnozica povezav M @ P se razlikujeta le v povezavah, ki so na poti P. Vse
vezane povezave v P so v M @ P proste, vse proste pa vezane. Vsako od vozlis¢ na poti je Se vedno
krajisce le ene povezave, vozlis¢i na zacetku in koncu poti, ki sta bili prej prosti, pa sta zdaj vezani
P zacne in konca s prosto povezavo, je v njej ena prosta povezava vet kot je vezanih glede na M.
Torej je v njej ena vezana povezava vec kot je prostih glede na M & P. Ker drugih povezav nismo
spreminjali, velja |M & P| = |M| + 1. [ |

Ponavadi je nas cilj ¢im vecje Stevilo parov, iskali bomo torej najvecja prirejanja. Trditev 4 nam
pove, da lahko s pomocjo povecujoc¢ih poti dano prirejanje povec¢amo.

Definicija 5. Prirejanje M grafa G je najvedje, ¢e za vsa prirejanja M’ grafa G velja |M'| < |M|.

Opomba 6. Graf ima lahko ve¢ najvecjih prirejanj. Na grafu na sliki 3 so rdece, modro in ¢rno
prirejenje najvecja prirejanja grafa.
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V vsakem grafu obstaja najveCje prirejanje, v dvodelnih grafih ga lahko uc¢inkovito pois¢emo na
primer z Madzarsko metodo, v splosnih pa z Edmondsovim Blossom algoritmom [12].
Naslednja trditev nam bo prisla prav pri oceni velikosti prirejanj, ki jih bomo dobili.

Trditev 7. Naj bo M prirejanje v grafu G = (V, E) in M* najvecje prirejanje v grafu G. Ce ima
vsaka povecujoca pot glede na prirejanje M dolZino vsaj 2k + 1, potem velja

k *

Dokaz. Oglejmo si graf z mnozico vozlis¢ V' in mnozico povezav M ¢ M™* . Sestavljen je iz med
seboj disjunktnih izmeniénih poti in ciklov, saj je vsako vozlisée krajisée najve¢ ene povezave iz M
in ene iz M*.

Razlika v stevilu povezav iz M in Stevilu povezav iz M* v M & M* je enaka kot v GG, saj smo
odstranili le tiste povezave, ki so v obeh prirejanjih. Cikli so sode dolzine, zato je v njih Stevilo
povezav iz M enako Stevilu povezav iz M*. Enako velja za poti sode dolzine.

Zacetna in konéna povezava poti lihe dolZine sta iz istega prirejanja. Ce bi bili obe iz M, bi
nasli povecujoco pot glede na M*, kar pa je protislovje s tem, da je M* najvecCje prirejanje.

Ce sta prva in zadnja povezava iz M*, je to povecujoca pot P; glede na M, zato ima dolzino
vsaj 2k + 1. V njej je torej i; > k povezav iz M in i; + 1 povezav iz M™.

Iz tega sledi

M| t+2?:1ij S k
M|t (1) T R

kjer je t skupno stevilo povezav iz M (M*) v sodih ciklih in sodih poteh in n $tevilo lihih poti.

Desno neenakost lahko preverimo s preprostim racunom. Velja torej ocena

k .
|M|Zm‘\M .

Denimo, da razvr§¢amo plesalke in plesalce v pare, pri ¢emer zelimo poleg tega, da se med seboj
poznajo, ¢im bolj upostevati tudi njihove zZelje. Vsaka plesalka in vsak plesalec imata svoj seznam
preferenc glede na to, s katero osebo bi najraje plesala. Za predstavitev takega problema je najbolj
primeren usmerjen graf s funkcijo preferenc vozlisé.

Definicija 8. Naj bo G = (V, E') usmerjen graf. Funkcija preferenc vozlisé je preslikava f : E — N.
Ce f slika usmerjeno povezavo uv v neko naravno tevilo n, to razumemo kot v je n-ta izbira u.
Funkcija preferenc je stroga, ¢e f za poljubno vozlisée u slika usmerjene povezave, ki se zacnejo v
krajis¢u u, v razlicna stevila. To lahko razumemo tudi, kot da ne dopuséamo deljenja mest oziroma
izenacenja na seznamu preferenc.

Definicija funkcije preferenc dopusca primer, ko bi vozlis¢e u imelo recimo drugo izbiro, prve pa ne.
Ker nas zanima le vrstni red izbir vozlis¢a u, lahko v tem primeru drugo izbiro premaknemo na prvo
mesto in podobno ostale izbire premaknemo tako, da dobimo strnjeno zaporedje izbir. Ker se vse
lastnosti, ki jih bomo uporabljali v nadeljevanju, ob tem ohranijo, lahko predpostavimo, da imajo
nase funkcije preferenc za vsako vozlisée strnjeno zaporedje izbir, ki se za¢ne s prvo izbiro.

S prehodom na usmerjene grafe lahko naletimo na tezave, saj se lahko zgodi, da je uv povezava
grafa, medtem ko vu ni. Ce glede na problem, ki ga resujemo, to pomeni, da vozlis¢i u in v ne
moreta biti par, lahko grafu odstranimo vse take povezave, saj se mnozica moznih prirejanj s tem
ne bo spremenila, ali pa se omejimo na polne grafe. Privzemimo tudi, da is¢emo prirejanje, kjer
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Slika 1. Prikazovanje povezav.

je vsako vozlisce raje v paru z enim od vozlis¢ s svojega seznama preferenc, kot da ni v paru.
Vrednosti funkcije preferenc lahko prikazemo kar na povezavah grafa. Za ¢im vecjo preglednost jih
bomo prikazovali kot na sliki 1, kjer je v n-ta izbira u (f (uv) = n) in u m-ta izbira v (f (vu) = m).

Eden od nac¢inov za razvrstitev plesalk in plesalcev v pare, pri katerih upoStevamo njihove
sezname preferenc, so stabilna prirejanja.

Definicija 9. Naj bo G = (V, E) usmerjen graf in funkcija f : E — N funkcija preferenc vozlisc.
Prirejanje M je stabilno, ¢e ne obstajata taki dve vozliséi a, b, da ab ¢ M in velja

e ¢ ima raje b kot svoj trenuten par ali ¢ ni v nobenem paru,

e b ima raje a kot svoj trenuten par ali b ni v nobenem paru.

Povezavi a, b, ki ustreza pogojem iz definicije, pogosto pravimo tudi blokirajoc¢a povezava, oziroma
pravimo, da par {a, b} blokira prirejanje M.
Oglejmo si stabilna prirejanja na nekaj primerih.

Zgled 10. Oglejmo si graf na sliki 2. Rdece prirejanje {AB,CD} ni stabilno, saj si A in D nista
prirejena, vendar ima A raje D kot B in D raje A kot C. Crno prirejanje {AD} pa je stabilno.

Slika 2. Primer stabilnega prirejanja.

Zgled 11. Oglejmo si graf na sliki 3. Rdece prirejanje { AB} ni stabilno, saj ga blokira par {4, C'}.
Crno prirejanje {AC} blokira par {B,C}. Modro prirejenje {BC} pa blokira par {A4,C}. Prazno
prirejanje blokira katerikoli od parov. Ker so to vsa mozna prirejanja v danem grafu, graf sploh
nima stabilnega prirejanja.

Slika 3. Primer grafa brez stabilnega prirejanja.

Torej obstoj stabilnega prirejanja v grafih v sploSnem ni zagotovljen, ¢e pa se omejimo na dvodelne
grafe s strogo funkcijo preferenc, stabilno prirejanje vedno obstaja in ga znamo tudi poiskati, kar
bomo pokazali v naslednjem razdelku.
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3. Gale-Shapleyjev algoritem

V tem poglavju bomo opisali Gale-Shapleyjev algoritem za reSevanje problema stabilnih zakonov,
ki sta ga leta 1962 objavila David Gale in Lloyd Shapley [2]. V problemu stabilnih zakonov imamo
skupino deklet in skupino fantov, ki jih poskusamo razvrstiti v pare tako, da ne obstajata fant in
dekle, ki bi bila raje drug z drugim, kot s svojim trenutnim parom. IS¢emo torej stabilno prire-
janje. Vendar ali v poljubnem dvodelnem grafu s strogo funkcijo preferenc sploh obstaja stabilno
prirejanje?

Izrek 12. Vsak dvodelen graf s strogo funkcijo preferenc ima stabilno prirejanje.

Izrek bomo dokazali s konstrukcijo Gale-Shapleyjevega algoritma, ki pois¢e stabilno prirejanje v
dvodelnem grafu s strogo funkcijo preferenc. Oglejmo si torej postopek Gale-Shapleyjevega algo-
ritma.

Imamo skupino fantov in deklet, od katerih ima vsak svoj seznam strogih preferenc. Izberemo
eno skupino (recimo fante), ki bo postavljala ponudbe drugi skupini (dekletom), medtem ko bo
druga skupina ponudbe ali zavracala ali sprejemala.

Najprej vsak fant postavi ponudbo dekletu, ki je prvo na njegovem seznamu preferenc. Nato
vsako dekle, ki je prejelo vsaj eno ponudbo, sprejme ponudbo fanta, ki je najvisje na seznamu njenih
preferenc, in zavrne vse ostale. Nato se zacne nov krog, kjer vsi fantje, ki so bili zavrnjeni, postavijo
ponudbo naslednjemu dekletu na svojem seznamu. Dekleta lahko prej sprejeto ponudbo zavrnejo,
¢e so prejele boljso, in sprejmejo novo. Na novo zavrnjeni fantje, torej tudi ti, ki so jih zavrnila
dekleta, ker so prejela boljso ponudbo, v naslednjem krogu postavijo ponudbo naslednjemu dekletu
na svojem seznamu.

Ta postopek se nadaljuje, dokler nismo vseh razvrstili v pare ali pa so vsi fantje, ki niso v paru,
prisli do konca svojega seznama preferenc.

Preverimo, da je dobljeno prirejanje res stabilno. Ce fant v postavi ponudbo dekletu u, ga ta
zavrne le, ¢e je prejela boljso ponudbo. Ce pa fant v ni postavil ponudbe dekletu u, dekle u ali ni
na njegovem seznamu ali pa je na koncu prirejen dekletu, ki je visje na njegovem seznamu. Torej
nobeno dekle u in fant v ne blokirata konénega prirejanja. Dobljeno prirejanje torej je stabilno. To
dokazuje, da Gale-Shapleyjev algoritem vrne stabilno prirejanje.

Opomba 13. Graf ima lahko veé stabilnih prirejanj, algoritem nam vrne enega od teh. Ce bi zame-
njali skupine, torej ¢e bi dekleta postavljala ponudbe, bi lahko dobili drugo stabilno prirejanje.

Razmislimo Se, kako uc¢inkovit je Gale-Shapleyjev algoritem. Vsak fant postavi ponudbo vsakemu
dekletu na svojem seznamu najveC enkrat, torej bomo potrebovali najve¢ toliko korakov, kot je
povezav od fantov do deklet. Algoritem je tako linearen glede na velikost vhodnih podatkov.

4. Popularna prirejanja

Opazimo lahko, da so mo¢i stabilnih prirejanj lahko precej manjse od moci najvecjih prirejanj v
grafu. Recimo, v zgledu 10 imamo stabilno prirejanje moci 1 (¢érno) in najvecje prirejanje moci 2
(rdece). Zahteve za stabilna prirejanja bi torej zeleli nekoliko sprostiti, da bi dobili prirejanje, ki
Se vedno na nek nac¢in uposteva preference vozlis¢ kot celote, vendar omogoca vecje Stevilo parov
v prirejanju. To si lahko predstavljamo, kot da vozlis¢éem damo moc glasovanja nad prirejanji. Za
poljubni dve prirejanji vprasamo vsako vozlisce, katero mu je ljubse. Vozlis¢a se o ljubSem prirejanju
odlocijo glede na svoj par ali pomanjkanje le-tega v prirejanju. Ce je vozlisée u v prvem prirejanju
v paru z vozliS¢em, ki je viSje na seznamu njegovih preferenc kot vozlisée, s katerim je v paru v
drugem prirejanju, ima vozliSée u raje prvo prirejanje in glasuje zanj. Vozlisée je vedno raje v paru
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z nekom iz svojega seznama, kot da je brez para. Vozlis¢e se lahko tudi vzdrzi glasovanja, ¢e mu
nobeno od prirejanj ni ljubSe. To se lahko zgodi, kadar je njegov par v obeh prirejanjih enak, ali pa
v primeru, ko preferen¢na funkcija ni stroga in pride do izenacenja.

Na podoben nacin si stabilna prirejanja lahko predstavljamo, kot da vozliS¢em namesto moci
izbiranja med dvema prirejanjema damo mo¢ ugovora na prirejanje v paru. Blokirajo¢ par bi
torej podal ugovor v primeru, ko prirejanje ni stabilno. V tem razdelku bomo definirali popularna
prirejanja, raziskali njihove lastnosti in primerjavo s stabilnimi prirejanji. Vsebina naslednjega
poglavja je povzeta po [3] in [6].

Definicija 14. Naj bo G = (V, E) usmerjen graf in f : E — N funkcija preferenc. Naj bosta M in N
prirejanji v grafu G. S ®(M, N) oznacimo stevilo vozlis¢, ki imajo prirejanje M raje kot prirejanje
N. Prirejanje M je vsaj tako popularno kot prirejanje N, ¢e velja ®(M, N) > ®(N, M). Ce velja
®(M,N) > &(N, M), pravimo, da prirejanje M premaga prirejanje N.

Definirana relacija na mnozici prirejanj ni tranzitivna, kar ilustrira zgled 11. Modro prirejanje je
vsaj tako popularno kot ¢rno prirejanje, saj zanj glasujeta vozlis¢i B in C, za ¢rno pa le A. Na
podoben nacin je ¢rno prirejanje vsaj tako popularno kot rdece prirejanje, modro prirejanje pa ni
vsaj tako popularno kot rdece prirejanje.

Definicija 15. Prirejanje M je popularno, ¢e je vsaj tako popularno kot katerokoli drugo prirejanje.
Trditev 16. Vsako stabilno prirejanje v grafu s strogo funkcijo preferenc je popularno.

Dokaz. Naj bo G = (V,E) graf in ® : E — N stroga funkcija preferenc. Naj bo M stabilno
prirejanje. Denimo, da M ni popularno. Torej obstaja prirejanje NN, ki ga premaga, torej velja
O(M,N) < ®(N, M). Zato obstaja vsaj eno vozlisée u, ki ima raje prirejanje N kot prirejanje M.
Ker je vozlisce vedno raje v paru kot ne in ker bi se, ¢e bi bilo v obeh prirejanjih samo ali v paru z
istim vozlis¢em, vzdrzalo glasovanja, to tudi pomeni, da je vozlis¢e u v prirejanju N v paru z nekim
vozlis¢em v, s katerim ni v paru v prirejanju M. Ker imamo funkcijo strogih preferenc, iz tega sledi,
da mora imeti vozlis¢e v eno od prirejanj raje. Ce ima raje prirejanje N, pridemo v protislovje, saj
tako vozlis¢i v in v tvorita blokirajoco povezavo v prirejanju M, kar bi pomenilo, da M ni stabilno.
Torej ima vozliSce v raje prirejanje M. S tem pa izenaci glas vozlis¢a u, zato mora med preostalimi
vozlis¢i zagotovo obstajati Se vsaj eno vozliscée, ki ima raje prirejanje N.

Ponavljamo zgornji razmislek in ker imamo le konéno stevilo vozlis¢, bomo ali prisli do para v
N, ki blokira M, ali pa nam bo zmanjkalo vozlis¢ in bomo prisli v protislovje s tem, da prirejanje
N premaga prirejanje M. Vsako stabilo prirejanje grafa G je torej popularno. |

Iz zgleda 11 vidimo, da popularno prirejanje ne obstaja vedno. Iz trditve 16 in izreka 12 pa
sledi, da lahko popularno prirejanje vedno najdemo v dvodelnem grafu s strogimi preferencami

V nadaljevanju se omejimo na grafe s strogo funkcijo preferenc. V tem primeru obstoj stabilnega
prirejanja torej pomeni tudi obstoj popularnega prirejanja. Kaj pa obratno? V dvodelnih grafih
stabilno prirejanje vedno obstaja po izreku 12, zato si oglejmo grafe, ki niso dvodelni.

Zgled 17. Graf na sliki 4 ima strogo funkcijo preferenc in ni dvodelen. Oznaceno rdece prirejanje
{AB,CD} je popularno in da se preveriti, da je to tudi edino popularno prirejanje v tem grafu.
Vendar pa ni stabilno, saj ga blokira par {A, D}. Iz trditve 16 sledi, da graf nima stabilnega
prirejanja. Torej: ¢e ima graf popularno prirejanje, to Se ne pomeni, da ima tudi stabilno prirejanje.

Popularna prirejanja v istem grafu z isto funkcijo preferenc imajo lahko razlicne moéi. Izkaze
se, da velja naslednja trditev.
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Slika 4. Primer grafa, ki ima popularno in nima stabilnega prirejanje.

Trditev 18. Naj bo G graf. Stabilna prirejanja v grafu G s strogo funkcijo preferenc so popularna
prirejanja najmanjse moci.

Dokaz. Naj bo M stabilno prirejanje grafa G. Po trditvi 16 je M tudi popularno. Denimo, da
prirejanje M ni popularno prirejanje najmanjSe moci. Torej obstaja popularno prirejanje NV, ki ima
manjSo mo¢ kot M. To pomeni, da obstaja vsaj eno vozlisSée uy, ki je v prirejanju M v paru, v
prirejanju N pa ne. Torej ima to vozlisce prirejanje M raje kot prirejanje N. Ker sta M in N
obe popularni prirejanji, nobeno ne premaga drugega, oziroma mora veljati (M, N) = &(N, M).
Ker ima wu; raje prirejanje M, mora obstajati vsaj eno vozliS¢e uo, ki ima raje prirejanje N. To
podobno kot v prejsnem dokazu pomeni, da je up v prirejanju N v paru z nekim vozliséem us. Ce
ima tudi ug raje prirejanje N, pridemo v protislovje s stabilnostjo prirejanja M. Zaradi strogosti
funkcije preferenc se us glasovanja ne vzdrzi. Torej ima ug raje prirejanje M. Ker ug # u; (saj up
v prirejanju N ni v paru), to pomeni, da mora obstajati Se eno vozlisce, ki ima raje prirejanje N.
Tako nadaljujemo, dokler nam ne zmanjka vozlis¢ in pridemo v protislovje s tem, da je prirejanje
N popularno, saj ga premaga prirejanje M. |

S to trditvijo smo pravzaprav dokazali Se nekaj.

Posledica 19. Vsa stabilna prirejanja grafa s strogo funkcijo preferenc imajo enako moc.

Poleg tega velja tudi naslednja trditev.

Trditev 20. Za dan graf G s strogo funkcijo preferenc je mnoZica vozlisé, ki so v paru, za vsako
stabilno prirejanje enaka.

Dokaz. Denimo, da sta M in N stabilni prirejanji v grafu G. Spomnimo se, da z U (M) oznac¢ujemo
vozliséa, ki so v prirejanju M v paru. Naj bo u vozli§ce, ki ima v prirejanju M par v, v prirejanju
N pa ni v paru; torej u € U (M) ,u ¢ U (N). Vozlis¢e u ima torej raje prirejanje M kot prirejanje
N. Ce bi imelo vozlisée v prav tako raje M kot N, bi vozliséi u in v tvorili blokirajoéo povezavo
v prirejanju NN in bi prisli v protislovje. Ker se v ne vzdrzi glasovanja, ima torej raje prirejanje N,
kar pa pomeni, da je v prirejanju N v paru z nekim vozliséem ¢, torej v,t € U (N). Vozlis¢e t mora
imeti raje prirejanje M, saj bi v nasprotnem primeru z v tvorila blokirajo¢o povezavo in M ne bi
bilo stabilno. To pa pomeni, da je t € U (M) in t je o¢itno razli¢en od u. To ponavljamo, dokler
nam ne zmanjka vozlis¢ in pridemo v protislovje s stabilnostjo N in M. To pa pomeni, da tako
vozliste u ne more obstajati in velja U (M) = U (N) za vsaki stabilni prirejanji M in N. [ |

Ta lastnost stabilnih prirejanj se razsiri tudi na popularna prirejanja.
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Trditev 21. Naj bo G = (V, E) graf s strogo funkcijo preferenc. Vozliséa, ki so v paru v poljubnem
stabilnem prirejanju grafa G, so v paru tudi v poljubnem popularnem prirejanju grafa G.

Dokaz. Oznacimo z U mnozico vseh vozlisé, ki so v paru v poljubnem stabilnem prirejanju grafa
G, za katero vemo, da je v vsakem stabilnem prirejanju enaka po trditvi 20. Denimo, da obstaja
popularno prirejanje M, v katerem vozlisée s € U ni v paru. Naj bo S poljubno stabilno prirejanje.
Graf G' = (V,M & S) vsebuje izmenic¢no pot P glede na M, ki se konca s povezavo iz S z enim
krajiscem v vozliscu s.

Ce je pot P sode dolzine, je P = s,v1, 03, ..., v, za nek k € N. Ker je pot P izmeni¢na glede na
M in svy ¢ M, so v1v2,V30y, . .., Vok_1Vo € M. Ce bi imeli v katerem od teh parov obe vozlisci raje
prirejanje M kot prirejanje .S, bi tvorili blokirajo¢o povezavo in bi prisli do protislovja s stabilnostjo.
Zato ali obe vozlisci glasujeta za S ali pa eno za S in eno za M ter se njuna glasova med sabo iznicita.
Vozlisée s ima seveda raje prirejanje S, tako pa pridemo do protislovja s popularnostjo M, saj ga
premaga prirejanje M & P.

Ce je pot P lihe dolzine, je P = s,v1, vs, ..., vos_1 za nek k € N. Ker je pot P izmeni¢na glede
na M in sv; ¢ M, so viva,v30y, ..., Uok_3V2k—2 € M. V tem primeru imata vozlis¢e s in vozlisce
v9r_1 Traje prirejanje S in je tako kot prej med njimi manj ali enako glasov za M, kot jih je za S.
Torej spet pridemo v protislovje s popularnostjo prirejanja M. |

Zgled 22. Na sliki 5 je graf s funkcijo preferenc, ki ni stroga. Ker je povezava blokirajoca le, ¢e
imata obe vozliséi raje drugo vozlisée kot svoj trenuten par in ne, ¢e sta med izbirami indiferentni,
sta v spodnjem grafu tako rdec¢e kot ¢rno prirejanje stabilni. O¢itno mnozici vozlis¢, ki so vezana
v teh dveh prirejanjih, nista enaki. Torej posledica 19 ne drzi v grafih, ki nimajo stroge funkcije

@D
/
F®

Slika 5. Primer grafa z razliénima mnozicama vozlis¢ za razli¢ni stabilni prirejanji.

preferenc.

Kaj lahko povemo o velikosti stabilnih prirejan;j?
Izrek 23. Naj bo G = (V, E) graf s strogo funkcijo preferenc. Naj bo S stabilno prirejanje in M*
najvecje prirejanje v grafu G. Potem velja

1
S| > = - |M*|.
82 5 1M

Dokaz. Povetujoca pot dolzine 1 je povezava med dvema prostima vozlis¢ema, torej je blokirajoca
povezava, takih pa v stabilnem prirejanju ni. Torej so vse povecujoce poti vsaj dolzine 3 in po
trditvi 7 sledi 1

81> 5 1M,

Iz zgleda 10 vidimo, da te ocene ne moremo izboljSati. Vsa popularna prirejanja so torej najvec
dvakrat manjsa kot najvecje prirejanje v grafu. Nas cilj pa seveda ni iskanje prirejanj majhnih moci,
temvec ¢im vecjih.
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5. Najvecja popularna prirejanja

Najvecje popularno prirejanje je popularno prirejanje, ki ima najvec¢jo mo¢ med vsemi popularnimi
prirejanji v danem grafu s podano funkcijo preferenc. Najvec¢je popularno prirejanje je v splosnem
tezko poiskati. Ce ne privzamemo strogosti funkcije preferenc, je ze iskanje popularnega prirejanja
ali dokaz, da le-to ne obstaja, NP-poln problem [3].

Zaenkrat se torej omejimo na dvodelne grafe G = (AU B, E) s strogo funkcijo preferenc, za
katere vemo, da popularno prirejanje obstaja, saj vemo, da obstaja stabilno prirejanje (izrek 12) in
je vsako stabilno prirejanje popularno (trditev 16). S tem pois¢emo popularno prirejanje najmanjse
moc¢i (trditev 18). Zdaj bi potrebovali le Se nacin za iskanje ostalih popularnih prirejanj oziroma
predvsem najvecjih.

Zgled 24. Da se pokazati, da ima dvodelen graf na sliki 6 dve popularni prirejanji mo¢i 2 (modro in
¢rno) ter eno popularno prirejanje moci 4 (rdec¢e). Zanimivo pa je, da nima popularnega prirejanja
moci 3. Torej iterativno povecevanje moci prirejanja za 1 ne bo delovalo.

1_3_

Slika 6. Primer grafa s popularnimi prirejanji moci 2 in 4.

Leta 2013 sta Chien-Chung Huang in Telikepalli Kavitha predstavila u¢inkovit algoritem za iskanje
najvecjega popularnega prirejanja v dvodelnem grafu s strogo funkcijo preferenc [6]. Leta 2014 je
Telikepalli Kavitha predstavila izboljsan algoritem [4]. Oglejmo si slednjega, ki deluje kot nekaksen
dvakratni Gale-Shapleyjev algoritem in ga bomo za potrebe tega ¢lanka tako tudi imenovali.

Imamo torej dvodelni graf G = (AU B, E) s strogo funkcijo preferenc in tako kot pri Gale-
Shapleyjevem algoritmu si bomo vozlis¢a predstavljali kot fante (A) in dekleta (B), ki jih poskusamo
razvrstiti v pare. Kot prej bodo fantje postavljali ponudbe, dekleta pa jih bodo sprejemala ali
zavracala. Razlika pa bo to, da imajo fantje dve mozni stanji. Vsi fantje zaénejo v prvem stanju in,
kot v navadnem Gale-Shapleyjevem algoritmu, vsak fant postavi ponudbo dekletu na vrhu njegovega
seznama, preferenc. Le-ta izmed vseh ponudb sprejme tisto, ki je najviSje na njenem seznamu
preferenc. Zavrnjeni fantje nato nadaljujejo po svojem seznamu in postavijo ponudbno naslednjemu
dekletu, dekleta pa lahko prej sprejeto ponudbo zavrnejo, ¢e so prejele boljSo, in sprejmejo novo.
Tako nadaljujemo, dokler niso vsi v parih ali pa zavrnjeni fantje pridejo do konca svojega seznama.
Na tej tocki dobimo stabilno prirejanje.

Zdaj pa vse fante, ki niso v paru in so torej dosegli konec svojega seznama, poviSsamo v drugo
stanje. Ti fantje gredo Se enkrat od zacetka skozi svoj seznam preferenc in postavljajo ponudbe
dekletom. Vsako dekle raje sprejme ponudbo fanta v drugem stanju kot fanta v prvem stanju,
ne glede na to, v kaksnem vrstnem redu sta na njenem seznamu preferenc. Izmed dveh fantov v
drugem stanju pa ima Se vedno dekle raje tistega, ki je viSje na njenem seznamu. Tako nadaljujemo
in ponavljamo korak, ko fantje postavijo ponudbe in jih dekleta sprejmejo ali zavrnejo. Vsakic, ko
kateri od fantov v prvem stanju pride do konca svojega seznama, ga povisamo v drugo stanje in dobi
priloznost, da se spet sprehodi ¢ez svoj seznam. Ce fant doseze konec svojega seznama Se drugic,
torej ko je v drugem stanju, se ustavi in neha postavljati ponudbe. Ko vse razvrstimo v pare ali pa
se vsi fantje, ki niso v parih, ustavijo, dobimo prirejanje, ki ga bomo oznacili s S.
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Spet se lahko vpragamo o ¢asovni zahtevnosti opisanega algoritma. Vsak fant postavi ponudbo
vsakemu dekletu na svojem seznamu najve¢ dvakrat. Izvedli bomo torej najve¢ dvakrat toliko kora-
kov, kot je povezav od fantov do deklet. Torej tudi dvakratni Gale-Shapleyjev algoritem prirejanje
najde v linearnem casu glede na velikost vhodnih podatkov. Zdaj pa Se pokazimo, da algoritem res
vrne najvecje popularno prirejanje.

Izrek 25. Naj bo G = (AU B, E) dvodelen graf s strogo funkcijo preferenc. Prirejange S, ki ga vrne
dvakratni Gale-Shapleyjev algoritem, je najvecje popularno prirejanje v grafu G.

Za dokaz tega izreka bomo uvedli nekaj novih oznak in si pomagali z nekaj lemami. Pri vseh lemah
predpostavljamo, da je G = (AU B, F) dvodelen graf s strogo funkcijo preferenc in S prirejanje, ki
ga vrne dvakratni Gale-Shapleyjev algoritem.

Naj bo A; mnozica tistih fantov a € A, ki so ob koncu algoritma v prvem stanju in za vsa-
kega od njih obstaja neko dekle b € B, da velja S(b) = a. Naj bo Ay = A\A;. Naj bo
By = {b€ B|Ja € Az : S(b) = a} mnozica deklet, ki so v paru s fanti iz Ay in By = B\Bs2. Z
A7 X By ozna¢imo mnozico povezav med vozli§éi v Aq in vozliséi v By, podobno A; X Bg, As X By
in AQ X BQ.

Razmislimo, kaksne bi bile te mnozice, medtem ko tece algoritem. Na zacetku so vsi fantje (de-
kleta) v mnozici Ay (B1), mnozica A (B2) pa je prazna. Ko se konca prvi krog Gale-Shapleyjevega
algoritma, fante brez para premaknemo v Ay (in kasneje tudi kateregakoli fanta, ki pride do konca
svojega seznama) in zacnemo drugi krog tako, da fantje spet postavijo ponudbe dekletom na svojih
seznamih. Ko dekle sprejme ponudbo fanta v drugem stanju (As), jo premaknemo v Bs in ker
ima poljubnega fanta v drugem stanju raje kot kateregakoli v prvem, bo od zdaj naprej spreje-
mala le ponudbe fantov iz A, torej bo tudi ob koncu algoritma v mnozici By. Iz definicije mnoZzic
As in B je o€itno, da so vsi fantje brez para v As in vsa dekleta brez para v Bi. Velja tudi
S C (A1 X Bl) U (A2 X BQ)

Definicija 26. Za poljuben u € A U B in njegova soseda v in ¢ oznac¢imo

1 ¢e ima u raje v kot t,
vote, (v,t) = ¢ —1 ¢&e ima u raje t kot v,
0 ostalo.

Za poljubni prirejanji M in N v grafu G velja ® (M, N) —® (N, M) =}, oy vote, (M (u), N (u)).
Ce u ni v paru v S, bo vote, (v, S (u)) = 1 za kateregakoli soseda v, saj je vsako vozlisce raje v
paru.

Zaradi preglednosti tega dokaza bomo v nadeljevanju povezavo e = uwv = vu pisali kot e =
(u,v) = (v,u). Ozna¢imo vsako povezavo e = (u,v) v E\S z (e, B), kjer je ae = vote, (v, S (u))
in B = vote, (u, S (v)). Opazimo, da je povezava blokirajoc¢a natanko tedaj, ko je oznacena z (1, 1).
Opazimo tudi, da bosta ae, 8. # 0, saj imamo stroge preference in smo oznacil le povezave, ki niso
v S, torej u # S (v) in v # S (u). Sedaj pa si oglejmo nekaj lastnosti nase nove delitve vozlisé.

Lema 27. Vsaka povezava (a,b) € Ay x By je oznacena z (—1,—1).

Dokaz. Ker je (a,b) povezava grafa, je a na seznamu b in obratno. Denimo, da je a € Ay in b € By.
Najprej opazimo, da je fant a v paru. Ce ne bi bil, bi postavil ponudbo dekletu b, kar pa ni mogoce,
saj je b € By, torej ni nikoli prejela ponudbe fanta iz As, saj bi jo drugace sprejela in bila zato v
B>. Ker ji ni postavil ponudbe, to tudi pomeni, da se je ustavil Zze prej na seznamu, torej ima svoj
trenuten par raje kot b. Torej je vote, (b, S (a)) = —1. Ker je a € Ag, je moral priti do konca svojega
seznama, kar pomeni, da ga je dekle b zavrnilo za boljso ponudbo, in ker je njen trenuten par v
prvem stanju, to pomeni, da je visje na njenem seznamu kot a. Torej je tudi votey (a, S (b)) = —1
in je (a,b) oznacena z (—1,—1). [ |
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Lema 28. Vsaka povezava, oznacena z (1,1), je v Ay X Bs.

Dokaz. Med potekom algoritma nobeno od deklet iz By ne prejme ponudbe fanta iz As, torej v
Ay x By ni blokirajo¢ih povezav, saj poljubno dekle iz By izbere najljubgo izmed prejetih ponudb;
Ce pa ji fant iz A1 ponudbe ni postavil, to pomeni, da je v paru z dekletom, ki je viSje na njegovem
seznamu. Enako velja za Az X By. 1z prejsne leme vemo, da je vsaka povezava iz Ay X By oznacena
z (—1,—1). Sledi, da je vsaka povezava oznacena z (1,1) v A; X Bs. [ |

Oglejmo si podgraf grafa G, ki ga dobimo iz G tako, da izbriSemo vse povezave oznacene z
(—=1,—1), in ga oznac¢imo z Gg. Izbrisali smo torej vse povezave iz Ay x Bj in morda Se kaksno od
drugod.

Lema 29. Naj bo P = yg,21,y1,%2,Y2,... izmenicna pot glede na S v Gg, kjer je (x;,y;) € S za
1> 1.

1. Ce je yo € Ay U By, potem nobena povezava na poti P ni oznacena z (1,1).

2. Ce je yo € A1 U Bg, potem je najveé ena povezava na poti P oznacena z (1,1).

Dokaz. Naj bo yg € Aa. V Gg ni povezav med Ay in By, torej je 1 € Bs. Ker je y; njegov par,
mora biti ta tudi v As. Tako sledi x; € Bs in y; € As za vsak ¢ > 1. Torej je vsaka povezava v P v
Ag X By in nobena ni oznac¢ena z (1, 1).

Naj bo yg € By. Podobno kot prej je potem z; v Ay in y; v By za vsak i > 1. Torej je vsaka
povezava v P v A; X Bj in nobena ni ozna¢ena z (1,1).

Naj bo yp € A;. Med A; in Bs so povezave, ki so lahko oznacene z (1,1). Ko pot P enkrat
pride v B, bo ostala v Ay U Bs po argumentu iz prej$nih dveh primerov. Torej je na poti P najvec
ena povezava iz A; X B, torej je najveé¢ ena povezava oznacena z (1,1).

Naj bo yg € By. Podobno kot prej pot lahko pride v Ay, vendar potem ostane v A; U By. Torej
je na poti P najveé ena povezava iz A X Bs, torej je najve¢ ena povezava oznacena z (1,1). |

Pot iz prvega primera leme 29 imenujmo pot tipa 1, pot iz drugega primera pa pot tipa 2.

Naj bo M’ poljubno prirejanje grafa G. Ce je povezava e = (u,v) € M’ ena od tistih, ki smo jih
oznadili z (—1, —1), je za primerjavo popularnosti prirejanj M’ in S vseeno, ¢e jo izpustimo, oziroma
¢e M’ ne bi priredil u in v drug drugemu. To je res, ker je vote, (M’ (u),S (u)) = vote, (v, S (u)) =
ae = —1, torej ima u raje svoj par v S kot svoj par v M’ in se njegov glas ne spremeni, tudi ¢e mu
M’ ne priredi para. Simetri¢no velja za v. Torej lahko za primerjavo popularnosti gledamo M’ v
G oziroma prirejanje M = M’ N E (Gg) in velja ® (M',S) = ® (M, S).

Oglejmo si graf H z mnozico vozlis¢ V' in mnozico povezav S & M. Ta je sestavljen iz med seboj
disjunktnih izmeni¢nih poti in ciklov, saj ima vsako vozlis¢e lahko le eno povezavo iz S in eno iz
M. Tem izmeni¢nim potem in ciklom lahko tudi pravimo komponente grafa H. Vsi cikli so sode
dolzine, drugace bi bili dve zaporedni povezavi v ciklu iz istega prirejanja, kar pa je v protislovju z
definicijo prirejanja.

Za primerjavo popularnosti prirejanj .S in M je pravzavprav dovolj pogledati le vsa vozlisca v
izmeni¢nih poteh in ciklih grafa H. Vozlis¢a, ki niso v nobeni izmeni¢ni poti ali ciklu, so ali v
obeh prirejanjih brez para ali pa imajo v obeh prirejanjih isti par. Torej ne glasujejo za nobeno
od prirejanj, saj je situacija za ta vozliSéa v obeh prirejanjih enaka, zato se lahko omejimo le na
komponente grafa H. Poglejmo, kaj lahko povemo o komponentah grafa H.

Izrek 30. Za poljubno prirejanje M grafa Gg velja naslednja trditev. Ce je P izmenicni cikel ali
izmeniéna pot glede na M, ki je komponenta H, potem velja ® (S @ P,S) < ®(S,5 @ P).
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Dokaz. Naj bo P izmeni¢na pot ali cikel glede na M v H. Vrednost ® (S @ P,S) — @ (5,5 @ P)
lahko zapisemo kot ) . pvote, ((S @ P) (u),S (u)), saj je razlika med prirejanjema le v vozliscih,
ki so na P, za vsa ostala bo vote, ((S @ P) (u),S (u)) = 0. Ce pa se omejimo le na P, je prirejanje
S @ P ravno enako kot prirejanje M. Torej velja vote, ((S @ P) (u),S (u)) = vote, (M (u), S (u))
za u € P. To pa lahko zapisemo tudi kot

(SBPS)-0(S,SeP) = > 1+ > (ac+pB), (1)
ueP ec PNM
wgU(M)

pri ¢emer za povezavo e = (u,v) iz P N M velja a. = vote, (v,S (u)) = vote, (M (u),S (u)) ter
Be = vote, (u, S (v)) = vote, (M (v), S (v)) in je U(M) iz definicije 1.

Ce je P izmenicni cikel, mora na njemu obstajati vozlisce u € Ao U By, saj so vse povezave S
med A; in B ali med Ay in By. Torej je P\ {(u,S (u))} izmeni¢na pot tipa 1. Po lemi 29 v taki
poti ni povezave, oznacene z (1, 1), torej je ae + fe < 0 za vsako povezavo e € PN M. Tako je desna
stran enacbe (1) najve¢ 0 in sledi @ (S @ P,S) < & (5,5 ¢ P).

Ce je P izmeni¢na pot, ki je komponenta S @ M, da je vsaj eno krajisce prosto glede na S, je to
krajisce v Ay U By, saj so vsa vozliséa, ki nimajo para v S, v As U By. Torej je P pot tipa 1 in po
lemi 29 v njej ni povezave oznacene z (1,1). Spet sledi o, + 8. < 0 za vsako povezavo e € PN M.
Torej velja @ (S @ P,S) < & (S,S @ P).

Torej je Y c pans (e, Be) < 2. Ker pa nobeno od krajis¢ poti P ni vezano v M, prispevata k desni
strani enacbe (1) vsako —1. Torej na desni strani enacbe (1) dobimo najveé¢ —2+ 2 = 0. Torej tudi
v tem primeru sledi ® (S @ P,S) < ® (5,5 @ P). [ |

Ce se omejimo le na komponento P, po razmisleku iz dokaza velja ® (S @ P,S) = ® (M, S).
Torej za poljubno prirejanje M’ grafa G, pri cemer je M = M' N E (Gg), velja

(M, S)= Y ®(S@PS).
PeSeM

Z uporabo izreka 30 dobimo

o(M,S)= ) @S@PS)< Y @(S,50P)=2(S,M),
PeSeM pPeSeM

kar dokazuje, da je prirejanje S res popularno.
Dokazimo Se, da je tudi najvecje popularno prirejanje. Spomnimo se, da je povecujoca pot glede

Lema 31. V Gg ni nobene povecujoce poti glede na S.

Dokaz. Naj bo P = yg,x1,y1,T2, Y2, - - ., Yn—_1, Ly povecujoca pot v Gg glede na S. Vozliséi yg in z,
sta iz razli¢nih delov dvodelnega grafa G in brez para v .S. Vsa vozlis¢a, ki nimajo para v .S, pa so v
Ao U By. Brez skode za splo$nost lahko torej privzamemo yy € By in x, € As. Ker so vse povezave
v S med A; in B; ali med A5 in By, mora P vsebovati povezavo med Bj in A,. Takih povezav pa
v Gg ni. Torej povecujoca pot ne more obstajati. |

Lema 32. Naj bo M’ tako prirejanje grafa G, da je |M'| > |S|. Potem je ® (S,M') > ® (M’,S).
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Dokaz. Ker velja |[M’'| > |S|, v grafu G obstaja povecujoca pot P C S & M’ glede na S. Za
primerjavo popularnosti se lahko spet omejimo na Gg z M = M' N E (Gg). Ker po prejsni lemi v
(g ni povecujocih poti glede ne S, mora P v Gg razpasti na vec¢ poti Py, Ps, ..., P,. Poti P; in P,
imata vsaka eno prosto krajisée glede na S, ki pa mora biti v Ay U By, saj so tam vsa vozlisca, ki
nimajo para v S. Torej po lemi 29 v P; in P, ni nobene povezave, oznacene z (1, 1).

V poti P; so torej povezave iz M oznacene le z (1,—1) ali (—1,1) (ker povezav, oznacenih z
(—=1,—1), sploh ni v Gg). Pot P; se zatne s povezavo iz M in nadaljuje izmeni¢no do zadnjega
krajisca, ki pa mora biti brez para v M, da pot P; ni povecujoca, ima pa par v S. Torej ima drugo
krajisce raje prirejanje S, medtem ko se glasovi vseh ostalih vozlisé iz poti izenacijo. Ce se omejimo
le na pot Pp, na njej torej velja ® (S, M) = ® (M, S) + 1, kar pomeni tudi ® (S, M’) = ® (M’',S)+1
na poti P;.

Enako velja tudi za P, ¢esar pa niti ne potrebujemo, saj za poljubno komponento P’ (izmeni¢no
pot ali cikel) S @ M, kar vklju¢uje vse ostale poti Ps,..., P,, na katere je razpadla povecujoca pot
P, po izreku 30 velja @ (S@ P',S) < ®(S,S @ P'). Torej po enakem razmisleku kot prej sledi
O (S, M) >d(M,S). [ |

Dokazali smo, da prirejanje S premaga vsako prirejanje, ki ima vecjo moc¢ kot S. Torej je
prirejenje S res najveéje popularno prirejanje in je s tem izrek 25 dokazan.

Prej smo omenili, da imajo stabilna in posledi¢no popularna prirejanja vsaj polovico mo¢i naj-
vecjih prirejanj v grafu. Ali lahko povemo kaj o moci najvecjega popularnega prirejanja?

Zgled 33. V grafu na sliki 7 je z rdeco in vijoli¢no oznaceno najvecje prirejanje, ki ima moc¢ 3. Edino
popularno prirejanje in torej tudi najvecje popularno prirejanje je oznaceno z modro in vijoliéno ter

X

1

Slika 7. Primer grafa z najvecjim prirejanjem moci 3 in najveéjim popularnim prirejanjem moci 2.

ima moc 2.

! —

V zgornjem zgledu ima najvecje popularno prirejanje dve tretjini mo¢i najveCjega prirejanja.
Izkaze se, da je to ravno spodnja meja za velikost najvecjega popularnega prirejanja glede na velikost
najvecjega prirejanja. S pomocjo leme 31 lahko dokazemo naslednje.

Trditev 34. Naj bo G = (AU B, E) graf s strogo funkcijo preferenc. Naj bo S najvecje popularno
prirejange grafa G in M* najveéje prirejanje grafa G. Potem velja |S| > % - | MF|.

Dokaz. Pokazimo, da v grafu G ni nobene povecujoce poti glede na S, ki bi imela dolzino manjso
ali enako 3. Ce bi obstajala povecujoéa pot dolzine 1, bi bila to pravzaprav le povezava med dvema
vozlistema, ki sta v S brez para, torej oznacena z (1, 1), torej bi bila tudi v Gg. Tukaj pa pridemo
do protislovja, saj je to tudi povecujoca pot v Gg, ki pa po lemi 31 ne obstaja.

(zadnja) povezava poti zagotovo ne bi bili oznaceni z (—1,—1), torej bi bili v Gg. Druga povezava
pa je iz S, torej je tudi v Gg. S tem je ta pot v Gg in je poveCujoca, kar pa spet vodi v protislovje
z lemo 31. Torej je vsaka poveCujoca pot v G glede na prirejanje S vsaj dolzine 5. Potem po trditvi
7 sledi |S] > % - |M*|, kjer je M* najvecje prirejanje grafa G. [ |
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6. Zakljucek

Dokazali smo, da v dvodelnih grafih s strogimi preferencami vedno obstajajo popularna prirejanja in

predstavili algoritem za njihovo iskanje. Poleg tega smo raziskali lastnosti najmoé¢nejsih popularnih

prirejanj in pokazali, da imajo vsaj dve tretjini moci najveéjega moznega prirejanja v grafu. Kljub

temu pa ostaja Se veliko odprtih vprasanj, predvsem pri iskanju ucinkovitih algoritmov za iskanje

najvecjih popularnih prirejanj v splosnih grafih in pri grafih s preferencami, ki niso stroge.
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