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V clanku je predstavljen izracun nadomestnih elasti¢nih konstant slojevitega kompozita iz ravnih anizotropnih
plasti. Tak opis omogo¢i obravnavo kompozita kot celote pri modeliranju odziva vseh plasti na zunanje obremenitve
ali deformacije. Poudarek je na fizikalnem vidiku izpeljave z vezano minimizacijo energije, nekatere prakti¢ne vidike,
kot sta upogib kompozita in temperaturno raztezanje, pa smo izpustili.

ELASTIC PROPERTIES OF LAMINATES

In the article a formulation of effective elastic moduli of a laminated composite consisting of flat anisotropic layers
is presented. This enables us to treat the laminate as a unit and to model the overall response given specified stress or
strain boundary conditions. The principal consideration is the physical aspect of the derivation based on constrained
energy minimization, while some practical aspects such as bending and thermal expansion of the laminate are omitted.

1. Uvod

Elastomehanika je ze od svojih zacetkov v 19. stoletju mejno podrocje med fiziko in tehniko. Fran-
coski matematik in inzenir Augustin-Louis Cauchy je v svoji razpravi o napetosti v trdnem te-
lesu [1, 2, 3] naredil pomembne korake v smeri koncepta tenzorja, danes vsakdanjega pojma v
matematicni fiziki. Mehansko valovanje, na primer, je sluzilo kot model za elektromagnetno valova-
nje do odkritja teorije relativnosti [4, str. 108]. Ceprav je elastomehanika v okviru svoje veljavnosti
zrela teorija, kjer s fizikalnega vidika ne moremo ve¢ pricakovati temeljnih odkritij, njen pomen
v svetu tehnike ni upadel, temve¢ se z moznostjo numeri¢nega resevanja praktiénih problemov in
razvojem naprednih materialov pojavlja vse ve¢ja potreba po natan¢nih matemati¢nih modelih za
njihov opis. Elastomehanika tu sluzi kot osnovno orodje za izra¢un nosilnosti konstrukecij in napoved
obremenitvenih stanj [5, 6, 7].

Prve raziskave mehanskih lastnosti kompozitnih materialov so opravili v Sestdesetih in sedem-
desetih letih 20. stoletja za potrebe letalske in vesoljske industrije, med katere spada tudi celovit
izracun elasti¢nih lastnosti slojevitih kompozitov, predstavljen v [8, str. 23]. Obravnava tega pro-
blema v drugi obstojec¢i literaturi je praktiéno usmerjena in pogosto temelji na semiempiri¢nih
enacbah ali priblizkih za posebne primere [9, 10, 11]. Tu bo v nekoliko okrnjeni obliki opisan toc¢en
rezultat iz [8], vendar z bolj abstraktno matemati¢no-fizikalno izpeljavo namesto neposredne poti
po komponentah.

2. Kratek uvod v elastomehaniko

Kljuéni koli¢ini za opis stanja v zveznem sredstvu sta napetost in deformacija, obe tenzorja drugega
reda. Ce oznac¢imo z r krajevni vektor tocke snovi v nedeformiranem stanju in z r’ krajevni vektor
te tocke v deformiranem stanju, vpeljemo vektor premika kot

u=r—r
in nato deformacijski tenzor! e kot simetriéni del gradienta vektorja premika:
eq = = [ = 4 228 1
ik 2 <85L‘k + 8% ( )

!Navedena definicija pravzaprav ustreza le linearnemu delu deformacijskega tenzorja. Splogna oblika je navedena
v [12, str. 2].
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Notranje sile, ki se pojavijo ob deformaciji, zaobjamemo z napetostnim tenzorjem o, ki ob
mnozenju z vektorjem povrsine da silo dF, ki deluje na del prereza dS:

dF; = 0;xdSy. (2)

Povezava med napetostnim in deformacijskim tenzorjem je odvisna od snovi; za homogeno ela-
sti¢no snov privzamemo linearno zvezo ali Hookov zakon

oij = Cijki€ri, (3)

kjer je C' tenzor cetrtega reda, poznan pod izrazi togostni tenzor ali tenzor elasti¢nih konstant. Za
izotropno snov, torej snov, ki se v vseh smereh obnasa enako, sta potrebni le dve elasti¢ni konstanti
in lahko Hookov zakon poenostavimo:

Oij = ey (5,‘]‘ + 24 Eij- (4)

Elasti¢ni konstanti A in g v tem primeru imenujemo Laméjevi konstanti, pogosto pa za zapis Ho-
okovega zakona uporabljamo Se druge konstante, kot so proznostni modul F, strizni modul G in
Poissonovo razmerje v, ki jih vse lahko izrazimo z Laméjevima konstantama [12, 13, 5, 14].

3. Predstavitev problema

Elastomehanika kompozitnih materialov prinese v primerjavi s homogenimi snovmi dodatne zaplete,
ker moramo poleg anizotropije upostevati Se neenotno sestavo. Za skupno obnasanje so pomembne
lastnosti sestavin in geometrija njihove razporeditve v kompozitu. V mnogih primerih analiti¢no ni
mogoce izracunati to¢nih elasti¢nih lastnosti kompozita in so v literaturi podane le ocene za snovne
konstante. V primeru togo zlepljenih ravnih plasti, ki ga bomo obravnavali, pa je to¢en izrac¢un
mogoc.

Debelina plasti kompozitnega materiala je obicajno
precej manjSa od znacilnih razseznosti, na katerih opa-

zujemo materialne lastnosti. Smiselno je torej iskati po-
vezavo med makroskopskimi koli¢inami, ki opisujejo snov

kot enotno celoto in jih lahko izmerimo, mikroskopske ne- s W ¥
homogenosti zaradi plastne sestave pa zaobjeti v pravilno

izrazenih povpre¢nih snovnih lastnostih. Isto zamisel bi

)

lahko uporabili tudi na nivoju posamezne plasti, saj se @1

zavedamo, da te v resnici niso homogene, ampak obi¢ajno

vsebujejo vlakna ali druge ojacitvene elemente, povezane Slika 1. Plasti kompozitnega materiala. Z o
smo oznacili prostorninski delez posamezne pla-

s polimerom. Za potrebe te razprave bomo privzeli, da so o
St1.

plasti homogene oziroma da njihove povprecne lastnosti ze
poznamo, ¢eprav bi jih lahko ponovno izrazili z lastnostmi
sestavnih delov.

4. Makroskopski opis stanja

Zamislimo si kompozit, sestavljen iz togo zlepljenih vzporednih plasti razli¢nih debelin in snovnih
lastnosti. Prostorninski delez i-te plasti oznacimo z oy, tako da je ), o; = 1, kot to prikazuje slika
1. Pomembno vprasanje je, ali sploh obstajajo makroskopske koli¢ine za reprezentativen opis stanja
snovi in kako so povezane z mikroskopskimi. Lokalno stanje opiSemo z deformacijo ¢ in napetostjo o,
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vendar v nehomogenem materialu ti koli¢ini tudi za makroskopsko homogene deformacije nista
konstantni. Kot izhodis¢e vzemimo, da za vsako plast posebej velja Hookov zakon

ot = (gt (5)

kjer so o’ napetostni tenzor, € deformacijski tenzor in C* togostni tenzor i-te plasti, ki se znotraj
plasti ne spreminjajo. Kot nakazuje ena¢ba (3), imamo s produktom C’¢’ v mislih sestevanje po
notranjih dveh indeksih o;'-k = C’;klmf-:fm.

Sprva poglejmo, kako bi ustrezno opisali napetostno stanje celotnega kompozita in pri tem
ohranili fizikalni pomen sicer lokalnega pojma napetosti. Z drugimi besedami, iS¢emo tako povprecno
napetost &, ki ustreza povprecni sili v prerezu kompozita

7 [[ as= [ ous.

Integracijska ploskev mora vse razli¢ne plasti sekati tako, da so v prerezu zastopane v enakem delezu
kot tudi sicer v celem kompozitu. Vektor dS je smiselno razdeliti na komponento v smeri normale
plasti in komponento v ravnini plasti: dS = dS,, + dSy, kar ponazarja slika 2. Iz robnih pogojev
sledi, da je 0dS,, pri vseh plasteh enak, zato preostane

U//ng zzi:oi//ing,

kjer indeks i oznacuje plast in [[; integral po delu ploskve,
ki seka i-to plast. Ker smo izbrali tak prerez, da so plasti
zastopane sorazmerno sestavi kompozita, je preéni povr-
sinski delez vsake plasti [[; dSx/ [[ dSy enak prostornin-
skemu delezu te plasti «;. Ustrezna koli¢ina za makroskop-
ski opis napetostnega stanja kompozita je torej kar pro-
storninsko utezeno povprecje napetosti posameznih plasti:

7= <ai> = zaiai. (6)

Slika 2. Integracija napetostnega tenzorja o po
prerezu kompozita. Delezi o so normirani, ), o; = 1. V nadaljevanju bomo z

() oznagili prostorninsko utezeno povprecje poljubne ko-

licine: (f;) =, i fi.
Podobno kot smo uvedli povpreé¢no napetost, iS¢emo Se
makroskopsko koli¢ino g, ki opiSe povprecno deformacijo.

Da bi bila definicija smiselna, mora skupni premik plasti
u, izrazen s povpreé¢no deformacijo, ustrezati vsoti premi-
kov posameznih plasti u;, kot je upodobljeno na sliki 3.
Zapisimo vektor r, ki kaze od poljubne tocke na dnu spo-
dnje plasti do neke druge tocke na vrhu zgornje plasti.
Spremembo tega vektorja, ki jo oznac¢imo z u, naj opiSe

povprecni deformacijski tenzor g, ki ga iS¢emo:

uUu—=r. Slika 3. Deformirano stanje kompozita. Pov-
precna deformacija <EZ> opisuje skupni premik

. . . . . lasti u.
Po drugi strani lahko vektor r razdelimo na krajse vektorje pasti

r;, ki vsak zase v celoti lezijo znotraj ene same plasti.
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Njihove spremembe u; lahko izrazimo z deformacijami posameznih plasti, za katere smo privzeli, da

so konstantne:
u= E u; = E e'r;
i i

Del vektorja r, leze¢ v i-ti plasti, je r; = ayr, zato povpreéno deformacijo  (tako kakor povprecno
napetost) podaja prostorninsko utezeno povprecje deformacij posameznih plasti:

g= (") = Zaiai. (7)

Vidimo, da makroskopsko stanje zadovoljivo opiSemo s povpreé¢no napetostjo ¢ in povprecéno
deformacijo €. Dogajanja v posameznih plasteh s tem ne zaobjamemo, a nas to v vecini primerov
niti ne zanima. Tudi kadar bi Zeleli poznati lokalno stanje, opis s povprec¢nimi koli¢inami ne bo ovira,
saj lahko lokalno deformacijo in napetost v vsaki plasti izrazimo iz povpreénih, kot bo razvidno pri
izpeljavi nadomestnega togostnega tenzorja.

Za popolno opredelitev elasti¢nih lastnosti vec¢plastne snovi manjka Se povezava med & in €.
Zeleli bi zapisati nadomestni Hookov zakon, ki bo kompozit opisal podobno, kot obi¢ajni Hookov
zakon opiSe homogeno snov. Intuitivno si predstavljamo, da tak opis deluje dobro, dokler je merilo
spreminjanja makroskopskega stanja precej ve¢je od merila nehomogenosti snovi, v tem primeru
debeline plasti. Pomemben primer, ki temu pogoju ne zadosti, je upogib kompozita v precni smeri
— na sliki 1 je to upogib ravnine . V tem primeru se ravninska deformacija in napetost moc¢no
spreminjata vzdolz normale 7, za odziv pa so klju¢ne ne le povprecne snovne lastnosti, temvec
tudi visji momenti njihove porazdelitve v smeri normale. To tezavo odpravimo z uvedbo dodatnega
snovnega tenzorja, ki uposteva upogib kompozita, kot je natancneje razlozeno v [8, str. 23].

Omejimo se na homogena stanja povpretne napetosti in deformacije — torej taksna stanja, ki
se vzdolz normale 7 bistveno ne spreminjajo. Pri tem seveda dopustimo variacije dejanskih lokal-
nih napetosti in deformacij med plastmi. Le tedaj je smiselno iskati povezavo med napetostjo in
deformacijo v obliki nespremenjenega Hookovega zakona

7=CeE. (8)

Preostanek tega prispevka bo posvecen iskanju nadomestnega togostnega tenzorja C. Mikavno
bi bilo poskusiti s C' = <C”> po zgledu € in o, a Ze asimetrija plastne zgradbe namiguje, da to ne
zadostuje.

5. Robni pogoji

Za lazji zapis v nadaljevanju na tem mestu uvedemo nekaj matemati¢nega formalizma. Predvsem
zelimo karseda izkoristiti simetrijske lastnosti problema, ki nas bodo vodile pri iskanju fizikalno
smiselnih zvez med tenzorji.

Pod V si predstavljamo tridimenzionalen, evklidski prostor, v katerega spadajo vsi vektorji. Za-
radi enoosne simetrije plasti ga razdelimo na dva pravokotna podprostora, ravnino ¥ in ortogonalni
komplement span{n}, kot sta prikazana na sliki 1. Poimenujemo ju Vs in V;:

V=Vsa@V,.

Sestavimo tenzorski prostor W = V ® V, prostor tenzorjev drugega reda, kot sta € in o. Tudi
prostor W je smiselno razdeliti na dva pravokotna podprostora, Wy in Wp. Matemati¢no gledano
dobimo iz delitve prostora V stiri podprostore W, in sicer Vy®Vy, Va®V,, V,QVs ter V,,®V,,. Razlog,
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da zdruzimo zadnje tri, je fizikalen, saj podprostor Vs ® V5 ustreza ravninskemu napetostnemu in
deformacijskemu stanju:

W =Wx & W,
Wy =Ty @ Vs,
Wi = Wi

Podobno razdelimo Se prostor tenzorjev Cetrtega reda @ = W® W. V ta prostor spada togostni
tenzor C. Podprostorov () ne bomo zdruzili v samo dva podprostora, ker bomo potrebovali vse Stiri:

Q=Qs ® WeaWn) & WnoWs) & Qm,

QE = WE X WZ?
Qn = Wi ® W
Za tenzorje drugega reda o € W definiramo operatorja projekcije na podprostora Wy in Wr:
pryo=UI—-n®n)o(l — n®n), (9)
pry o =0 — pryo, (10)
kjer smo z I oznacili identiteto na prostoru vektorjev V. Projekciji oznac¢imo s oy, in oyy; vizualno
si ju lahko predstavljamo kot ravninski in prostorski del tenzorja (slika 4).

Operatorja projekcije s pridom uporabimo tudi za delitev
tenzorja Cetrtega reda C € ) na komponente Cy, Cxyy, Chx
in CH:

Cs, = pry Cpry,
Csn = pry, C pry,
Cnx, = pr C pry,

CH =PI C P -

Te projekcije lahko fizikalno osmislimo: Cy; in Cpy tenzorje dru-

gega reda preslikata brez meSanja ravninskega in prostorskega
la. T ni tenzor z nicelnima komponentam in

de a. Togost te‘ 0 ce B a. Ompo e‘ t‘a. a CEH. Cuis Slika 4. Okvirna vizualizacija ravninskega

bi ustrezal snovi, katere obnaSanje v ravnini je neodvisno od iy prostorskega dela tenzorja drugega

obnasanja v prostoru. To sklopitev obic¢ajno izrazimo s Poisso- reda.

novimi Stevili.
Robni pogoj za napetostni tenzor

Povezavo med napetostnima tenzorjema dveh sosednjih plasti najlazje dobimo iz Cauchyjeve enache
za mirujoce sredstvo

V.o=-f, (11)

kjer sta V - o divergenca napetostnega tenzorja in f gostota zunanjih sil. Enacbo s posplosenim
Gaussovim izrekom prepisemo v integralno obliko, kjer za obmocje vzamemo tanek kvader K, ki
deloma lezi v eni, deloma v drugi plasti, tako kot prikazuje slika 5. Nova oblika enacbe (11) je

ﬁgKUdS = —///deV.

Ko kvader tanjSamo, gre desna stran proti 0, od leve strani pa ostane

oon —o1n = 0.
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Zaradi simetri¢nosti tenzorja o veljajo enakosti

LD

o1n = o9n,
’ﬁO‘l = ﬁdz,

noin = Nosn,

za katere opazimo, da so vsebovane ravno v prostorskem delu ten-
Slika 5. Integracijsko obmocje K na

» ' i zorja o:
meji med slojema 1 in 2.

on =0 —pryo =nQ® (o) + (on) ® n — (on)(n ® ).
Ker se ujemata oy sosednjih plasti, so prostorski deli napetostnega tenzorja vseh plasti enaki pro-
storskemu delu povpretnega napetostnega tenzorja &. Na kratko robni pogoj za napetostni tenzor
vsake plasti zapiSemo kot
O;11 = OTI- (12)

Robni pogoj za deformacijski tenzor

Robni pogoj za deformaciji sosednjih slojev razberemo iz podatka, da sta plasti togo zlepljeni, zato
mora biti premik obeh plasti na meji enak. Vzemimo vektor r, ki lezi v ravnini 3. Relativna premika
ene in druge plasti glede na izhodisce vektorja sta

u; = ée1r,

Uy = €9r.

Ce vektor r ne bi lezal povsem v ravnini 2, bi s tem vkljuéili e skupni premik meje zaradi deformacije
spodnjih plasti, ta pa nas ne zanima. Vsak vektor r iz ravnine lahko po drugi strani zapisemo kot
projekcijo nekega vektorja r’, ki ne lezi nujno v tej ravnini:

r=(-na®n)r.

Podobno kot pri napetostnem tenzorju Se tu upostevamo simetri¢nost deformacijskega tenzorja.
Vektor 1’ je poljuben in ga lahko izpustimo:

(I—haen)e(l—aen) =T - aen)ead — ioh).

Na ta nacin lahko robni pogoj za deformacijski tenzor vsake plasti zapiSemo z uporabo definicije
ravninskega dela tenzorja:
€ix = E€yx. (13)

6. Povprecne snovne lastnosti

Kot smo ze omenili, je glavni cilj izraziti makroskopske materialne lastnosti kompozita v obliki
nadomestnega togostnega tenzorja C, ki povezuje povpreéno deformacijo in napetost. Iz primer-
jave definicije povpreéne napetosti (6) in Hookovega zakona za kompozit (8) sklepamo, da je za
zapis nadomestnega togostnega tenzorja dovolj, ¢e znamo deformacijo posamezne plasti e izraziti s
povpre¢no deformacijo €. Is¢emo ravnovesno stanje, ki ga bomo poiskali z minimizacijo energije.

Za lazjo predstavo si najprej oglejmo poenostavljen primer vzporedno in zaporedno vezanih
vzmeti z razlicnimi koeficienti. Da bo podobnost z zvezno snovjo vecja, piSimo za silo vzmeti F; =
rie', kjer sta r; = k;l; togost in ' = Al; /l; deformacija vzmeti, k; in [; pa sta koeficient in dolzina
1-te vzmeti.
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AL
Ty

’

a) b)

Slika 6. Vzporedno (a) in zaporedno (b) vezane vzmeti z razliénimi koeficienti.

V primeru vzporedno vezanih vzmeti, upodobljenem na sliki 6 a, je naloga preprosta. Ce poznamo
povprecno deformacijo vseh vzmeti, poznamo tudi deformacijo vsake od vzmeti, saj so deformacije
enake. Povpreéna sila je enaka F = (k;) Z in za nadomestno togost dobimo povpreéje posameznih
togosti

K= <I€l> .

Nekoliko tezji je primer zaporedno vezanih vzmeti, ki ga prikazuje slika 6 b. Ce poznamo pov-
pre¢ni raztezek in zelimo izraziti raztezek posamezne vzmeti, moramo iskati ravnovesno stanje, ki
je pogojeno z enakostjo sil. Lahko pa postopamo drugace in o silah sploh ne razmisljamo. Zapisemo
skupno energijo vseh vzmeti in jo minimiziramo ob vezi, da je povprec¢ni raztezek enak predpisa-

)’

Pri obravnavi kompozitnega materiala se zgledujemo po drugem primeru zaporedno vezanih

nemu. Tokrat dobimo nadomestno togost

vzmeti, ker pri danih robnih pogojih iS¢emo minimum potencialne energije glede na e, medtem ko
€y, Ze poznamo iz povprec¢ne deformacije. V izogib preobilju indeksov od sedaj naprej indekse plasti
i izpudcamo in vselej razumemo, da se o, €, er1, C ... nanasajo na konkretno plast, tj. o, €°, eﬁ, C".
Indeks ¢« bomo namesto tega uporabili za komponente tenzorjev. Zapisimo torej povprectno gostoto

potencialne energije kompozita

(u) = % = % (eCe), (14)

ki jo minimiziramo glede na prostorske dele deformacij posameznih plasti er; ob vezi

(em) = &n- (15)

Uporabimo metodo Lagrangeovih mnoziteljev:

oW _ 0l

. 1
8€H aEH ( 6)

Nekoliko neobicajne matricne odvode najhitreje izracunamo v indeksni notaciji. Vsi tenzorji A;j,
ki se pojavijo, so simetri¢ni na menjavo sklopov (ij) in (kl) ter posameznih dveh indeksov, zato
izraze sproti dodatno poenostavimo:

8(u> . 8<u> az’:‘kl 0

1
= Prilijkl E 7055mn0mn0p50p = O PIjk CrimnEmn,
(%M lasti 2
plasti

861‘“]‘ 85kl a&Hij

8 €11 (9
< >kl — AZ] aen — Z QETI K] = Oéprl‘[klij )‘Z] = O[)\kl.
1)

A

)
ey
14 plasti
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Na koncu smo brez Skode predpostavili, da je tenzor A Ze na zacetku ves vsebovan v prostoru Wpg
in je enak svoji projekciji. Izraz priy C'e razdelimo na Cren + CrixEy ter vse skupaj vstavimo nazaj
v enacbo (16) in izrazimo e

Chienn + Crixes = A,

= Cﬁl()\ — Chixey).

Inverz projekcije Crp sprva izgleda sporno, ker tenzor v prostoru @ gotovo nima polnega ranga.
Spomnimo se, da so v enacbi vsi tenzorji drugega reda popolnoma vsebovani v podprostoru Wi
in pravzaprav iS¢emo le inverz na tem podprostoru, se pravi da velja C g = pr- Izrazen e
povprec¢imo in vstavimo v ena¢bo (15), nakar izrazimo $e mnozitelj A:

(Cr' YA —(C'Cus)Es =71,
A=(Ci") "en + (G (O Cns) 2

Ta korak nas skoraj ze privede do Zelenega rezultata. Deformacijski tenzor € vsake posamezne
plasti znamo izraziti z makroskopskim, povpreénim deformacijskim tenzorjem &:

ey = By, (17)
en = O (Cp) e+ (Gt (Cpt) T (G Cns) - O s B (18)
Vzamemo definicijo povpre¢nega napetostnega tenzorja (6) in za & vstavimo ena¢bi (17) — (18):
7 = (0) = (Ce) = (Cex) + (Cen) =
= ()25 + ((Coh)y () +(coph)y (i) (Gt ens) - (OO Cns) ) &,

Projekcije € na II in ¥ v enacbi (18) smo lahko odstranili, ker nastopajo ze v predstojecih C-jih.
V izrazu <CCﬁlCHE> upostevamo, da je Cry = prp C pry; = prp C' — Cqy, torej je <C’C’ﬁlan> =
(CC'C) = (C) pryy. Podobno preoblikujemo Se (Cp;'Cris) = (Cy' C) — pryy. Clene zdruzimo tako,

da lahko projekcije pred € odstranimo in ga izpostavimo:
7 = ((C) (prs +prm) + (CCY) (C") ' (Cq'C) = (€0 0)) =,

V preostanku prepoznamo izraz za nadomestni togostni tenzor C, kot smo ga definirali v Hookovem
zakonu za kompozit (8):

T =(C) - (ccq'oy + (coghy ety (cq'o). (19)

Pozornost vzbudi simetri¢nost robnih pogojev za ¢ (12) in € (13). To nas napelje na idejo, da ju
v izpeljavi zamenjamo. Za vsako plast Hookov zakon obrnemo v € = So, kjer je S inverz togostnega
tenzorja C'. Tudi nadomestni Hookov zakon za kompozit iS¢emo v tej obliki:

z=S3.

Ce v izpeljavi nadomestnega togostnega tenzorja zamenjamo vse C' s S, o z € ter pry z pry in
obratno, dobimo identi¢en problem za S, zato resitev lahko kar prepisemo:

5= () — (855"8) + (885" (S51) 1 (55'8) . (20)

Tako smo dobili Se inverz nadomestnega togostnega tenzorja C, kar sicer iz kon¢nega rezultata ni
oc¢itno.
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Elasti¢ne lastnosti slojevitih kompozitov

7. Povzetek in komentar

Videli smo, da lahko stanje slojevitega kompozita v veliko primerih dobro opiSemo s povprecno
deformacijo € in povprecno napetostjo @, ki ju definiramo kot prostorninsko povprecje deformacij in
napetosti posameznih slojev. Z () smo oznacili prostorninsko utezeno povprecje koli¢ine, ki pripada
posamezni plasti:

= (g), o= (o).

Privzamemo, da za vsako plast velja ¢; = C; 0; (0z. 0; = Sj€;), povezavo med € in & pa zapisemo z
nadomestnim Hookovim zakonom

e=Co ali 0=G9F,
kjer nadomestni togostni tenzor izracunamo kot

C=(0)—(0cy'c) +(cay') (cq) " (Cq'e),
Ch =5 =(S) = (S55'8) + (555 1) (S51) 1 (5518

Zanimivo je pogledati poseben primer, ko za vsako plast velja Cy = Cyp = 0. Tak togostni
tenzor bi nasli pri materialu, katerega raztezanje v ravnini 3 je neodvisno od raztezanja v pravokotni
smeri.? Cleni v izrazu za nadomestni togostni tenzor se poenostavijo v

(C) - (CCytO) — (Cx),
(coeghy (e Hegte) = (e

kar nas spomni na vzporedno in zaporedno povezane vzmeti. V smeri 3 so plasti vzporedne in za
nadomestni togostni tenzor vzamemo povprecje plasti, kot smo to storili pri vzporedno povezanih
vzmeteh: Cy, = (Cx) ~ (k). V pravokotni smeri II so plasti zaporedne in moramo vzeti povprecje
obratnih vrednosti, kakor pri zaporedno povezanih vzmeteh: C = <Cﬁ 1>_1 ~(1/ /<;>_1.

8. Zakljucek

Predstavljeni opis slojevitega kompozita je dobra osnova za analizo obremenitvenega stanja dovolj
debelega kosa snovi z veliko tankimi plastmi, da so spremembe deformacij in napetosti v smeri
pre¢no na plasti poc¢asne v primerjavi z njihovo debelino. Za tanke plos¢e pod upogibom, kjer to
ne velja, obstajajo prilagojeni modeli, ki omejitev delno zaobidejo, a v izpeljavi ne bi videli veliko
novega.

V celoti smo izpustili obravnavo temperaturnega raztezanja kompozita. Tudi izhodisce, da po-
znamo lastnosti posameznih plasti, ni samoumevno, marve¢ jih moramo pogosto izracunati, kar
odpre nove izzive. Kar ta ¢lanek izpusca, izérpno obravnava navedena literaturi o mehaniki kompo-
zitnih materialov.

Izra¢un povprecnih snovnih lastnosti je zlasti uporaben pri numeri¢nem resevanju problemov
elastomehanike. Ker jih resujemo skoraj izklju¢no z metodo konénih elementov, bi bila neposredna
analiza posameznih plasti rac¢unsko izjemno zamudna, ¢e ne nedosegljiva, hkrati pa povpre¢ni opis
za vse prakti¢ne namene zadostuje.

2Tega obnasanja pri resni¢nih snoveh sicer verjetno ne pri¢akujemo.
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