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V ¢lanku so obravnavane ponavljajoce igre, ki so lotene na konéne in neskonéne igre. Predstavljen je pojem
strategije kot stroja. Pri iskanju Nashevih ravnovesij v neskonénih ponavljajocih igrah je izpostavljen pomemben
razred ljudskih izrekov. Predstavljen je primer zapornikove dileme in vpliv ponavljanja igre na oblikovanje Nashevega
ravnovesja.

REPEATED GAMES AND PRISONER’S DILEMMA

The article explores repeated games, distinguishing between finite and infinite games. It introduces the concept
of strategy as a machine. In examining Nash equilibria within infinite repeated games, special attention is given to a
significant class of folk theorems. The prisoner’s dilemma is used as an example to illustrate how repetition influences
the formation of Nash equilibrium.

1. Uvod

Ponavljajoce igre so razred ekstenzivnih iger, kjer igralci ponavljajo eno in isto stratesko igro.
Glavna ideja je, da si igralec ne zeli vedno igrati strategije, ki bi mu prinesla kratkorotno prednost,
saj bi mu lahko to pri kon¢nem izkupicku skodovalo. Igralec se zaveda, da trenutna odloc¢itev vpliva
na prihodnje poteze ostalih igralcev ter lahko izzove sodelovanje, mascevanje, kaznovanje in groznje.

Glede na trajanje bomo igre lo¢ili na konéne in neskonéne ponavljajoce igre. Pri slednjih se bomo
v veliki meri oprli na ljudske izreke, ki nam bodo pomagali pri iskanju Nashevega ravnovesja. Tako
ime so dobili, ker jih ne moremo pripisati enemu samemu znanemu avtorju (v angleski literaturi
so znani kot ‘folk theorems’). Izbira, kdaj obravnavati neskonéne ponovljive igre in kdaj konéne
ponovljive, temelji na tem, ali igralci vedo, kdaj se bo igra zakljucila. V kolikor je igra sicer kon¢na,
vendar pa igralci ne vedo, kdaj se konca, Se vedno igro obravnavamo kot neskonéno ponavljajoco
igro. Informacija o trajanju igre namrec¢ vpliva na njihovo odlo¢anje.

V ¢lanku se bomo v velliki meri zanasali na knjigo ‘M.J. Osborne, A. Rubinstein: A Course in
Game Theory’[1], iz katere bomo vzeli kljucne izreke in dokaze. Knjiga [2] nam bo v pomo¢ pri bolj
konkretnih zgledih, delo [3] pa za bolj prakticen aspekt teme.

Za zacetek definirajmo strateske igre s funkcijami preferenc in pojem Nashevega ravnovesja.

Definicija 1 (Strateska igra s funkcijami preferenc). Strateska igra s funkcijami preferenc je trojica
(N7 (A’L)ZEN ’ (ui)ieN), prl ¢emer:

e N je neprazna mnozica igralcev

e Za vsakega igralca ¢ € N je A; neprazna mnozica akcij, med katerimi lahko izbira igralec i.
Mnozico profilov akcij oznac¢imo z A = [L;cn A;.

e Za vsakega igralca i € N je u; : A — R funkcija preferenc na A.

Definicija 2 (Nashevo ravnovesje). Naj bo I' = (N, (4;);cy » (ui);cy) strateska igra s funkcijami
preferenc. Naj bo a* = (aj),. 5 eden od profilov akcij. Profil akcij a* je Nashevo ravnovesje, ce za
vse i € N in vse b; € A; velja u; (a*) > u} (a*|b;).
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Prikazimo zapornikovo dilemo v matriki:

Zgled 3 (Zapornikova dilema). Zapornikova dilema je strateska igra za dva igralca, kjer se dva ob-
tozenca odlocata, ali zlo¢in priznati ali ne. Tako imata na razpolago dve akciji, torej Ay = As =
{Prizna, Ne prizna} = {P, N}. Stevila znotraj matrike predstavljajo koristi za oba igralca v nekem
stanju, prvo Stevilo za prvega, drugo Stevilo pa za drugega.

P N
p 2,2 0,3
N 3,0 1,1

Vemo, da bo Nashevo ravnovesje v profilu akcij (N, N), saj se v tistem trenutku nobenemu od
igralcev ne izplaca spremeniti strategije. Opazimo namre¢, da v kolikor prvi igralec spremeni svojo
akcijo iz N na P, bo na slabSem, saj je 0 < 1. Simetri¢no velja tudi za drugega igralca. Lahko
razmislimo, da noben drug profil strategij ne more biti Nashevo ravnovesje. Obravnavamo profil
(P, P), kar ni Nashevo ravnovesje, saj prvi igralec raje izbere akcijo N, namre¢ 3 > 2. Sedaj
obravnavajmo Se (N, P), kar prav tako ni Nashevo ravnovesje, saj bi v tem primeru drugi igralec
raje izbral akcijo N.

V zgledu [29| bomo predstavili dvoobdobno zapornikovo dilemo kot ekstenzivno igro.

2. Neskonéne ponavljajoce igre

Zelimo modelirati igro, pri kateri igralci neskonénokrat ponovijo stratesko igro G. Obravnavali
bomo igre, pri katerih je mnozica akcij za vse igralce kompaktna mnozica, preferenc¢ne relacije pa
bodo zvezne funkcije. Pomagamo si z ekstenzivnimi igrami s popolno informacijo, igralci si torej
zapomnijo predhodne poteze vseh igralcev. Dodatno Zelimo Se to, da igralci so¢asno opravljajo
poteze.

Za zacetek definirajmo Se ekstenzivno igro s popolno informacijo.

Definicija 4 (Ekstenzivna igra s popolno informacijo). Ekstenzivna igra s popolno informacijo je
Stirica (N, T, P, (ui)ieN)v pri ¢emer je:

e N neprazna mnozica igralcev
e T drevo s korenom, ki nima neskonéne poti, njegova mnozica listov je L (T')
e P:V (I)\L(T)— N funkcija, ki pove, kdo je na vrsti v vozlis¢u v

e u; : L (T) — R funkcija preferenc za igralca i

Definicija 5 (Neskonéna ponavljajoca igra). Naj bo G = (N, (Ai)ien > (>i)z’eN) strateska igra, kjer
je N neprazna mnozica igralcev. Akcije igralcev oznacimo z (A;);cy in velja A = x;enA;. Ne-
skonéna ponavljajoca igra G je ekstenzivna igra s popolno informacijo (N JH, P (27)c N), pri ¢emer

velja:

e H=0U (Ufi 1At) U A, kjer je () prvotna zgodovina in A°° mnozica neskonc¢nih zaporedij
(at):il profilov akcij v G.
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e P(h) = N za vsako nekonc¢no zgodovino h € H, funkcija P pa doloca, kateri igralec je na vrsti
v nekem obdobju

e > je preferencna relacija na A ki razsiri preferencno relacijo >; tako, da zadosca naslednjim
pogojem Sibke seperabilnosti: Ce (at) € A® aec A,d € Ain a > d, potem
(al, d Vadd T L ) > (al, a7 d dd L ) za vse J.
V definiciji z >7 oznacujemo preferencno relacijo v ponavljajoci igri, z >; pa preferen¢no relacijo
v prvotni strateski igri G. V primeru stroge seperabilnosti uporabljamo oznako >7. Igralceva
preferencna relacija v ponavljajoc¢i igri bo odvisna od funkcije izplacil u;, ki predstavlja njegovo
preferen¢no relacijo v prvotni igri G.

Po vsaki nekonéni zgodovini si vsak igralec i € N izbere akcijo iz A;. Akcije za vse igralce so
dolocene s pomocjo strategije; to je funkcija igralca ¢, ki vsakemu koné¢nemu zaporedju izidov igre
G priredi akcijo iz igral¢evega nabora akcij A;.

Preferencno relacijo >* lahko definiramo na ve¢ nac¢inov, za vsako definicijo bomo prilagodili po-
trebne izreke za iskanje Nashevih ravnovesij. Definiramo torej naslednje tri:

Kriterij diskontiranja Imamo dve zaporedji realnih Stevil (vf) in (wf) Kriterij pravi, da obstaja
tako stevilo ¢ € (0, 1), da bo zaporedje (vf) realnih Stevil vsaj tako dobro kot zaporedje (wf) natanko
tedaj, ko > ;7 g1 (vf — wf) > 0. Stevilu 6 pravimo diskontni faktor. Igralec zaporedje (zﬂ?

Z) oceni

s pomocjo vsote >t 6" 1ol Igraléev profil izplacil za zaporedje profilov izpla¢il iz prvotne igre

(Ut)::il je kar <(1 —9) Zthl 5t_1vf>i€N.

Opomba 6. Za izplacila (Ut)oil in 0 € (0,1) imenujemo (1 — 9) Zthl §t~1yt diskontirano povpreéje

t
izplagil za igralca.

Kriterij limite povpreéij Zaporedje realnih stevil (v}) preferiramo pred zaporedjem realnih Stevil
(w!) natanko tedaj, ko je liminfy Zthl(vf —w!)/T > 0. Ekvivalentno, ko obstaja ¢ > 0, za
katerega je .1 (vf — w!)/T > € za vse T. Tgraléev profil izplacil je limr o0 >p (vf/T)

(2
1EN’
Kriterija se razlikujeta po tem, da je pri kriteriju diskontiranja lahko pomembna Ze sprememba
v enem samem obdobju, pri kriteriju limite povprecij pa je pomembna sprememba v povprecju.
Spremembe v nekem kon¢énem Stevilu obdobij za kriterij limite povpre¢ij niso pomembe. Igralca,
ki se po njem odloca, zanima dolgoro¢no izplacilo in je pripravljen utrpeti nekaj izgube v koncéno
mnogo zacetnih obdobjih.

Kriterij prehitevanja Zaporedje (vf) preferiramo pred zaporedjem (wf) natanko tedaj, ko je
. . T t ot
liminfr oo >y (vi wi) > 0.

Zgled 7 (Primerjava kriterijev). Z zgledom zelimo pokazati, kako so razli¢na zaporedja ovrednotena
s temi tremi kriteriji, in katera zaporedja ti kriteriji preferirajo. Vzamimo nekaj zaporedij kot testne
primere:

e Zaporedje (0,0,...,2,2,...) je po kriteriju limite povprecij boljse kot zaporedje (1,1,...).

e Zaporedje (1,—1,0,0,0,...) je po kriteriju diskontiranja (in za vse § € (0, 1)) boljse kot zapo-
redje (0,0,...), glede na ostala dva kriterija pa sta zaporedji enako dobri.
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e Zaporedje (—1,2,0,0,0,...) je po kriteriju prehitevanja boljse kot (0,0,...), po kriteriju limite
povprecij pa sta zaporedji enako dobri.

Naj bo G = (N, (A;), (>;)) strateska igra in u; za vse ¢ € N funkcija izplacil, ki predstavlja prefe-
rencno relacijo >;. Z u (a) oznac¢imo profil (u; (a));c -

Definicija 8 (d-diskontirana neskonéna ponavljajoca igra). J-diskontirana neskonéna ponavljajoca
igra od G je neskonéna ponavljajoca igra od G, kjer za vse @ € N funkcijo izplacil u; zamenjamo z
5ui.

Na podoben naé¢in definiramo igri za ostala dva kriterija in govorimo o neskoné¢ni ponavljajoéi igri
od G s kriterijem limite povprecij in o neskonéni ponavljajoci igri od G s kriterijem prehitevanja.

Definicija 9 (Profil izpla¢il). Vektor v € RY imenujemo profil izplacil igre (N, (A;), (u;)), ¢e obstaja
izid a € A, za katerega je u (a) = v.

Definicija 10 (Dopustni profil izplaéil). Vektor v € RY je dopustni profil izplacil igre (N, (4;) , (u;)),
¢e je konveksna kombinacija profilov izplacil, ki lezi v A. Pisemo v = ) . 4 aqu(a), kjer so aq
nenegativna racionalna stevila in ) ., oq = 1.

Opomba 11. Dopustni profil izplacil igre (N, (A;), (u;)) ni nujno profil izplacil igre (N, (4;), (u;))-

2.1 Strategije kot stroji

Vsak igralec se pri igri odlo¢i, kako bo igral. Zato definiramo stroj, ki bo implementiral igralcevo
strategijo v ponavljajoco igro. S pomocjo stroja namre¢ najlazje opiSemo igraléevo strategijo v
razlicnih stanjih igre. V vsakem obdobju se nahajamo v novem stanju.

Definicija 12 (Stroj za igralca ¢). Stroj za igralca i v neskonéni ponavljajoci igri od (N, (A;), (>))
je Cetverica (Qi, q?, fis TZ‘), pri ¢emer:

e (); je mnozica stanj
e ¢ € Q; je prvotno stanje
e fi:Q; — A; je funkcija, ki vsakemu stanju pripise akcijo (pravimo ji tudi izhodna funkcija)

e 7;:Q; x A — Q; je funkcija, ki vsakemu paru, sestavljenemu iz stanja in profila akcij, pripise
stanje (pravimo ji tudi prehodna funkcija)

Oglejmo si nekaj zgledov strojev, pri katerih igramo ponavljajoco igro zapornikove dileme z akcijama
{P, N} in izplacili, ki so bila predstavljena v Zgledu 1.

Zgled 13 (Stroj za t.i. ‘sprozilno’ strategijo). V tem zgledu bomo spoznali, kako se obnagajo posa-
mezne komponente stroja kot strategije. Stroj (Qi, q?, fis Ti), ki izvaja to strategijo, izbira P, dokler
sta oba igralca v preteklosti izbirala P, sicer pa presedla na N. Ce podrobno opiSemo posamezne

komponente:
e Qi ={P,N},
° q? =P

e fi(P)=Pin f;y(N)=N
e 7, (P,(P,P)=Pinr,(N,(Y,2)) =N, e (X,(Y,Z2)) # (P,(P,P))
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Pri tem s pisanimi ¢rkami oznacujemo stanja, s tiskanimi pa akcije.

Zgled 14. Oglejmo si Se en primer strategij kot strojev ter zabelezimo izide igralcev. Dolo¢imo
najprej stroja za oba igralca, ozna¢imo ju s S7 in So. Stroj 1 igra takole: Igra P, dokler igralec 2
igra P, sledi igranje N v treh obdobjih, nato pa se vrne na P, v kolikor igralec 2 igra N na mestu,
kjer bi moral igrati P. Stroj torej kaznuje nasportnika tri kroge in mu potem odpusti. Opazimo,
da je smiselno gledati vsaj 4 obdobja. Stroj 2 pa igra takole: Zacne s P in s tem nadaljuje dokler
nasprotnik igra N. Ce pa nasprotnik igra P, v naslednjem obdobju tudi sam spremeni na P in to
igra, dokler nasprotnik spet ne igra N. V naslednjem obdobju po tem stroj 2 spet izbere P.

Zabelezimo sedaj izide igralcev v tabeli:

Obdobje | Stanje S | Stanje Sy | Izid | Izplacili
1 Py Ry (P,P) 2,2
2 Py Ry (P,N) 0,3
3 P Ry (N,N) 1,1
4 P Ry (N,P) 3,0
5 Ps Ry (N,P) 3,0
6 Py Ry (P,P) 2,2

Stroja zacneta v stanjih Py in Ry. Izhodni funkciji strojev S in So tema stanjema pripiSe akciji
(P, P). Prehodna funkcija za Sy ohrani stroj v stanju Py, prehodna funkcija za Sy pa zaradi izida v
presnji igri stanje spremeni na R;. Par stanj v novem obdobju je sedaj (P, R1). Na podoben nag¢in
se premikamo do Sestega obdobja, kjer opazimo, da se stanja in izidi igre venomer ponavljajo. Spet
se namreC nahajamo v prvotnem stanju.

Zgled 15 (Strategija Tit-for-tat). Poglejmo si Se eno strategijo, t.i. Tit-for-tat strategijo. Pokazemo,
da lahko strategijo kot stroj prikazemo z diagramom. Znacilnost te strategije je, da je dolzina
kaznovanja nasprotnika odvisna od tega, koliko ¢asa nas on kaznuje. Ce nasprotnik igra P, potem
tudi mi igramo P, ¢e pa presedla na N, pa tudi mi zamenjamo svojo akcijo v naslednjem krogu.

ZapiSimo strategijo kot stroj po definiciji:

b QZ:{P7N}
° q?:'P

o [;(P)=Pin fi(N\)=N
« (P, (\P) =P, H(P,(,N) =N, 5(N,(,P)=P, 5N, (,N)=N

Oglejmo si diagram, s katerim predstavimo stroj:
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2.2 Nasheva ravnovesja

V tem razdelku se bomo ukvarjali z Nashevimi ravnovesji v neskon¢nih ponavljajocih igrah. Opa-
zimo namre¢, da mnozica Nashevih ravnovesij ne vsebuje zgolj izidov, ki so ponovitve Nashevega
ravnovesja prvotne igre, saj se lahko igralci posluzujejo razli¢nih odstopanj, kot so npr. kaznovanje.

Definicija 16 (Izvrsljiv profil izplacil). Imamo dva profila izplacil v in w. Pravimo, da je profil
izplagil w izvrsljiv, ¢e velja w; > v; za vse ¢ € N, kjer je v; dopustni profil izplacil. Profil izplaéil w
je strogo izvrsljiv, ¢e velja w; > v; za vse t € N.

Definicija 17 (Minmax izplaéilo v strateski igri). Minmax izplacilo igralca i v strateski igri je

min <max Uu; (ai,a¢)> ,

a_iEA_i aieAi
pri ¢emer je A; mnozica akcij in u; funkcija izplacil za vse j € N.

Naj bo G strateska igra in profil u (a) izvrsljiv v igri G. Ce je a € A izid v G, pravimo, da je a izvrsljiv
izid igre G. Sedaj iS¢emo reSitve minimizacijskega problema, ki smo ga navedli v definiciji Naj
bo p_; € A_; ena od teh resitev. Za vsak profil a € A definiramo akcijo b; (a—;) € A; igralca i, ki je
najboljsi odgovor na a; in seveda lezi v mnozici najboljsih odgovorov B; (torej b; (a—;) € B; (a;)). S
takim naborom akcij p; lahko najbolj kaznujemo igralca ¢ v igri G.

2.3 Ljudski izreki za razliéne oblike preferenc¢nih funkcij

Sedaj bomo navedli nekaj t.i. ljudskih izrekov. Preucili bomo nekatere mozne strategije in kako se
igralci odzovejo. Ideja je ta, da zelijo igralci slediti nekemu ravnovesju, ¢e pa se eden od igralcev
odlo¢i odstopati od ravnovesja, ga preostali igralci kaznujejo. Glede na razlicne kriterije tvorimo
razli¢ne strategije, s katerimi se povrnemo v ravnovesje. Govorili bomo tudi o popolnem ravnovesju
podigre. Par strategij v ekstenzivni igri je popolno ravnovesje podigre, ¢e par stategij predstavlja
Nashevo ravnovesje v vsaki podigri prvotne igre.

Opomba 18. O ravnovesni poti govorimo tedaj, ko igralci v vseh obdobjih sledijo tistim profilom
akcij, ki jih bo pripeljalo v ravnovesje. V tem poglavju bomo govorili o odmikih iz ravnovesne poti,
torej profil akcij igralca ¢ v nekem obdobju ne bo ve¢ ustrazal ravnovesju, zato ga npr. preostali
kaznujejo. O podigrah govorimo tedaj, ko zaénemo opazovati igro Sele po neki zgodovini h. Na
podoben nacin kot v ‘celih’ igrah tudi pri podigrah is¢emo ravnovesja.

Nacelo enega odklona Noben igralec ne mora povisati svojih izplacil z odstopanjem v enem obdo-
bju.

Navedemo posledico 144.3 iz [1] s strani 144:

Trditev 19. Vsak profil izkupickov v Nashevem ravnovesju neskonéne ponavljajoce igre od G =
(N, (A4;), (w;)) po kriteriju limite pouprecij je izvrsljiv profil izplacil igre G. Enako velja za wvse
0 € (0,1) in profil izplacil v Nashevem ravnovesju §-diskontirane neskoncne ponavljajoce igre od G.

Dokaz. Denimo, da je w profil izplacil v neskonéni ponavljajoci igri od G po kriteriju limite povprecij,
ki pa ni izvrsljiv. Torej je w; < v;. Potem w ni profil izpla¢il v Nashevem ravnovesju ponavljajoce
igre, saj igralcu ¢ strategija s, (h) = b; (s—; (h)) za vsako zgodovino h in v vsakem obdobju da vsa]
izplacilo v visini v;. To velja za vsak profil strategij s in torej w; ni profil izplacil v Nashevem
ravnovesju. Enak dokaz pritice tudi d-diskontirani neskonéni ponavljajoéi igri od G. |

6 Matrika 12 (2025) 1



Ponavljajoce igre in zapornikova dilema

Navedemo posledico 144.3 iz [I] s strani 144:

Izrek 20 (Nashev ljudski izrek za kriterij limite povprecij). Imamo kriterij limite povpreéij in ne-
skonéno ponavljajoco igro. Vsak dopusten izvrsljiv profil izplacil strateske igre G = (N, (4;), (u;))
je profil izplacil (v Nashevem ravnovesju v neskonéni ponavljajoci igri od G po kriteriju limite pov-
precij).

Dokaz. Naj bo w = > 4 (Ba/0)u(a) dopustni izvrdljiv profil izplacil strateske igre G, kjer je
Ba € Zzavseac Ainy =) 0B, Najbo (at) ciklicno zaporedje profilov akcij dolzine . V
zaporedju se profil a ponovi 3, krat. Oglejmo si sedaj strategijo s; za ponavljajoco igro. V tej
strategiji igralec ¢ v vsakem obdobju ¢ izbere al, razen ¢e v enem od prejsnjih obdobij ¢’ nek drug
igralec ni izbral aﬁ/. V tem primeru igralec i izbere (p_;),, kjer j oznacuje prvo obdobje, v katerem
se ta odmik pojavi. Torej je s; strategija, ki igralcu ¢ zagotavlja izplacilo w; v vsakem obdobju in
w je profil izplacil Nashevega ravnovesja v neskonéni ponavljajoci igri od G. ]

Navedemo posledico 145.2 iz [1] s strani 145:

Izrek 21 (Nashev ljudski izrek za kriterij diskontranja). Naj bo w strogo izvrsljiv dopustni profil iz-
placil strateske igre G = (N, (A;) , (w;)). Za vsak € > 0 obstaja tak § < 1, da v kolikor je § > 9, ima
d-diskontirana neskonéna ponavljajoca igra od G Nashevo ravnovesje, v katerem je profil izplacil w’,
za katerega velja |w' — w| < e.

Imamo razli¢ne strategije, recimo, da kaznujemo igralca, ki nekako odstopa od ravnovesja. Igralec, ki
odstopa, bo kaznovan (njegovo izplacilo bo zgolj minmax) natanko tokrat, da ne bo ve¢ v prednosti
zaradi odstopanja. Po kriteriju limit povprecij taka strategija vrne enak izkupicek kot ¢e bi se samo
drzali le poti ravnovesja.

Navedemo posledico 146.2 iz [1] s strani 146:

Izrek 22 (Popoln ljudski izrek za kriterij limite povprecij). Imamo kriterij limite povprecij in ne-
skonéno ponavljajoco igro. Vsak dopusten strogo izvrsljiv profil izplacil igre G = (N, (4;), (u;)) je
popolno ravnovesje profila izplacil podigre (v neskonéni ponavljajoci igri od G po kriteriju limite
povprecij).

Pred dokazom navedimo $e naslednje: Naj bo w = }° .4 aqu(a) dopustni profil in denimo, da
je ag = Ba/v za vse a € A, kjer B, € Zin v = ), 4 Ba. Osredotoc¢imo se na zaporedje izidov v
ponavljajodi igri, ki je sestavljeno iz ponovitev cikla dolzine §, v kateri se vsak a € A ponovi natanko
Bq-krat. Tak cikel izidov prinese povprecéno izplacilo w.

Skica dokaza. Najbow =) 4 (Ba/6) u(a) dopusten strogo izvrsljiv profil izplacil strateske igre G

in naj bo (ak)izl zaporedje profilov akeij, v katerem se profil a pojavi f,-krat za vse a € A. Zelimo
skonstruirati strategijo, ki generira zaporedja profilov akcij v G in je sestavljena iz ponovitev cikla
(ak)zzl. Ce eden od igralcev, i, odstopa od poti ravnovesja v obdobju (v konéno mnogo obdobjih),
v katerem naj ne bi bil nihée kaznovan, potem ostali igralci igralca ¢ kaznujejo v naslednjih obdobjih.
To storijo tako, da igrajo p_;, tako dolgo, dokler se prednost igralca i ne izni¢i. Kaznovani igralec
se posledi¢no vrne v ravnovesje, in spet za¢ne na zacetku cikla, zaradi kriterija limite povprecij pa
je profil izplaéil v vsakem obdobju enak w. Skonstruiramo strategijo, ki si jo bralec lahko pogleda

v [1]. |
Naslednji izrek nam da analogen razultat kot izrek 4, vendar pa tu upostevamo kriterij prehitevanja.

Navedemo posledico 149.1 iz [I] s strani 149:
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Izrek 23 (Popoln ljudski izrek za kriterij prehitevanja). Imamo kriterij prehitevanja in neskoncno
ponavljajoco igro. Za vsak strogo izvrsljiv izid a* igre G = (N, (A;), (u;)) obstaja popolno ravnovesje
podigre (v neskoncni ponavljajoci igri od G po kriteruju prehitevanga), ki generira pot (at), v katert
je al = a* za vsak t.

Dokaz. Naj bo M = max;en qeca u; (a). Imejmo sedaj strategijo, pri kateri vsak igralec i uporablja
naslednji stroj:

e Igralec se lahko nahaja v stanju, ki ustreza stanju v ravnovesni poti (ozna¢imo ga z Norm) ali
pa v stanju, ko mora biti nek drug igralec kaznovan. To oznacimo kot {Norm} U{P (4,t)}, kjer
je j € N igralec, ki je odstopil od ravnovesne poti, t € Z; pa stevilo obdobij, v katerem mora
biti kaznovan.

e Prvotno stanje je Norm.

e Izhodna funkcija je doloéena za obe stanji. Ce je igralec v stanju Norm, potem igra a;. V
stanju P (j,t) pa igra (p—;), ¢e i # j in b; (p—;), Ce i = j.

e Definiramo Se prehode glede na izid a € A: 1z stanja Norm gremo v Norm, razen, ¢e za nekega
igralca j velja a—; = a®; in aj # aj. V tem primeru se premaknemo v stanje P (7,1), kjer je
t € Z najmanjse tako stevilo, da velja M + tv; < (t 4+ 1) u; (a*). Obravnajamo Se situacijo, ko
smo zageli v stanju P (4,t). Ce za vsaj dva igralca i € N velja a_j =p_jali a; # (p—j),, potem
gremo iz stanja P (j,t) v P (j,t — 1), v kolikor ¢ > 2, in v stanje Norm, v kolikor ¢t = 1. Ce pa
veljata pogoja a_; # p_j in a; = (p—j),, v kolikor je I # j*, se premaknemo v P (5*,T (j,t)).
Pri tem je T (j,t) tako veliko stevilo, da vsota izplacil igralca j, ki jih dobi iz stanj P (¢,j) in
obdobij T (t,7), v katerih bo kaznovan, vecja kot vsota izplacil, ki bi jih dobil s tem, ko se je
odmaknil od ravnovesja ter T (j,t) v;.

Ta strategija torej zatre vsak poskus igralca, da bi povecal svoj izkupicek, saj je tako odstopanje
srecano s kaznovanjem s strani ostalih igralcev. Ta profil strategij je prav tako popolno ravnovesje
podigre. |

Naslednji izrek nam da analogen razultat kot izrek 4, vendar pa tu upostevamo kriterij diskontiranja.
Navedemo posledico 151.1 iz [I] s strani 151:

Izrek 24 (Popoln ljudski izrek za kriterij diskontiranja). Naj bo a* strogo izvrsljiv izid igre G =
(N, (A;), (ui)). Denimo, da obstaja tak nabor (a(i));cn strogo izvrsljivih izidov igre G, da za vse
i € N velja a* >; a(i) ina(j) >; a(i) za vse j € N. Potem obstaja tak § < 1, da za vse § > §
obstaja popolno ravnovesje podigre v d-diskontirani neskoncéni ponavljajoci igri od G, ki generira pot
(at), v kateri je a' = a* za vsak t.

Dokaz izpustimo, bralec si ga lahko ogleda v [I]. Ponovno skonstruiramo strategijo, tokrat tako, pri
kateri imamo zopet igralca, ki odstopi od ravnovesne poti. Vendar pa so tukaj igralci, ki kaznujejo
igralca, zeljnega profitirati, nagrajeni.

Zgled 25. Poglejmo si sedaj na primeru ene od strategij, ki smo jih prej spoznali. Odlocali se bomo
po kriteriju diskontiranja. Prvi igralec bo uporabljal sprozilno strategijo iz zgleda Ce se bo tudi
drugi igralec ravnal po sprozilni strategiji, bo izid v vsakem obdobju kar (P, P) in bodo izplacila
za oba igralca kar (2,2,...). Ce pa se drugi igralec odloci, da bo ubral drugo strategijo, bo v vsaj
enem obdobju igral N, zaradi ¢esar bo prvi igralec v vseh prihodnjih odbobjih igral N. Zatorej bo
za drugega igralca kar najbolje, da v vsakem naslednjem obdobju igra N, saj je to najboljsi odgovor
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na N. Do trenutka, ko oba igrata P, bo v vsakem obdobju izplacilo kar 2 za oba igralca, ko pa
drugi spremeni akcijo, pa bodo izidi kar (3,1,1,1,...). Diskontirano povprecje v tem primeru bo

(1-8)(3+6+08>+---) =(1—0) (3+£5) —3(1—6)+0.

Torej drugi igralec ne more povisati svojega izkupicka natanko tedaj, ko
3(1—-90)+0<2,

oziroma 9§ > % Prav tako lahko zaklju¢imo, da v kolikor je § > %, je to popolno Nashevo ravnovesje
v d-diskontirani neskonéni ponavljajoci igri zapornikove dileme.

3. Konc¢ne ponavljajoce igre

Sedaj se osredoto¢imo na koncéne ponavljajoce igre. Definiramo jih podobno kot neskonéne ponavlja-
joce igre. Spet namre¢ opisujemo ekstenzivno igro s popolno informacijo, igralci pa poteze izvajajo
socasno.

Definicija 26 (Koné¢na ponavljajoca igra). Naj bo G = (N, (Ad)ien > (Zi)ieN) strateska igra, kjer je
N neprazna mnozica igralcev. Z (A;),cy oznacimo akcije igralcev. Naj bo A = x;enA;. Neskoncna
ponavljajoca igra G je ekstenzivna igra s popolno informacijo (N, H, P, (zz‘)ieN), pri cemer velja:

e H=0)U (UthlAt) U AT kjer je () prvotna zgodovina in AT mnozica konénih zaporedij (at)thl
profilov akcij v G.

e P (h) = N za vsako nekoné¢no zgodovino h € H

e >7 je preferencna relacija na AT ki razsiri preferenéno relacijo >; tako, da zados¢a naslednjim
pogojem $ibke seperabilnosti: Ce (at) € AT a € A,a' € A,in a > d, potem

1 i—1 i+1 « (1 i—1 1 _j+1 ~
(a,...,aﬂ ,a,a’l 7---)21' (a,...,a] ,a ,al ,) za vse j.

Preferencno relacijo >7 vsakega igralca ¢ predstavimo s funkcijo Zthl U; (at) /T. Pri tem je u;
funkcija izplacil in predstavlja preference igralca ¢ v osnovni strateski igri. Na to igro se nanasamo
kot na T-obdobno ponavljajoco igro od (N, (4;), (u;)).

Intuicija za izid v Nashevem ravnovesju kon¢énih ponavljajocih iger je ta, da mora biti Nashevo
ravnovesje v zadnjem obdobju ponavljajoce igre kar Nashevo ravnovesje v osnovni strateski igri G,
saj igralcem v zadnjem obdobju ne preti ve¢ nevarnost, da bi bili kasneje kaznovani. To vpliva
na celotno igro, Se posebej v primeru kot je zapornikova dilema, kjer je Nashevo ravnovesje enako
minmax izplacilu vsakega igralca, zaradi ¢esar bo moral biti vsak izid v ponavljajoci igri kar Nashevo
ravnovesje osnovne igre. Zapisimo posledice, ki nam pomagajo to bolj formalno utemeljiti. Pri tem
bo v konénih ponavljajocih igrah veljalo, da lahko popolno ravnovesje podigre nastopi le tam, kjer
je izpolnjeno nacelo enega odklona.

Navedemo posledico 155.1 iz [1] s strani 155:

Trditev 27. Naj bo profil izplacil v vsakem Nashevem ravnovesju strateske igre G kar profil (v;)
minmaz izplacil v G. Za vse T in izid (al, . .,aT) vsakega Nashevega ravnovesja v T-obdobni
ponavljajoci igri od G velja, da je a® Nashevo ravnovesje v G za vsakt=1,...,T.
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Dokaz. Imamo stratesko igro G = (N, (4;), (u;)). Imamo Nashevo ravnovesje s in a = (a',...,a”)
izid Nashevega ravnovesja s v T-obdobni ponavljajoci igri od G. Dokazujemo s protislovjem. De-
nimo, da za neko obdobje ¢, a’ ni Nashevo ravnovesje igre G. Naj bo t > 1 zadnje obdobje t,
za katerega a’ ni ve¢ Nashevo ravnovesje. Torej tedaj velja u; (at_l,ai) > Uy (at). Imamo Se eno
strategijo §; igralca i, ki se od s; razlikuje le po tem, da po zgodovini (al, . ,atfl) vzame a; Po
vsakrsni daljsi zgodovini h pa vzame akcijo, ki nam da igralcu ¢ vsaj minmax izplacilo. Pri tem
upostevamo profil akeij s; (h), ki so jih nameravali izvrsiti ostali igralci po zgodovini h. Izid profila
(s—i, $;) je kar nekon¢na zgodovina a, ki je enak nekonéni zgodovini a v obdobju t — 1. To lahko
zapiSemo kot: wu; (dt) > uy (at) inu; (") > wu; (a") zar > t+ 1. Ugotovili smo, da igralec ¢ preferira
a pred a, kar pa je jasno v protislovju s predpostavko, da je s Nashevo ravnovesje ponavljajoce igre.
|

Navedemo posledico 157.2 iz [I] s strani 157:

Izrek 28. Naj bo G strateska igra, ki ima natanko en profil izplacil v Nashevem ravnovesju. Potem
za vse T wvelja, po vsaki zgodovini, da izberemo profil akcij, ki je popolno ravnovesje podigre. Velja,
da je izbran profil akcij za popolno ravnovesje podigre v T -ponavljajoci igri G kar Nashevo ravnovesje
igre G.

Dokaz. 1zid v vsaki podigri, ki se zacne v obdobju T' (vseh popolnih ravnovesij podiger ponavljajoce
igre), je Nashevo ravnovesje igre G. Izid vseh igralcev je neodvisen od zgodovine. Enako razmisljanje
apliciramo na obdobje T'— 1. Zopet velja, da je profil akcij v tej podigri Nashevo ravnovesje igre
G. 7 indukcijo lahko to apliciramo na vsa dotedanja obdobja, kar zaklju¢i dokaz. |

Prvotna enoobdobna igra ima lahko tudi ve¢ Nashevih ravnovesij, kar terja nove izreke, vendar pa
se s tem v tem c¢lanku ne bomo bolj podrobno seznanili. V kolikor bralca zanima ve¢, si lahko za
zacetek pogleda snov v delu [I].

Prisli smo torej do sklepa, da je v zgledu zapornikove dileme Nashevo ravnovesje profil akcij (N, V).
Tudi v vsakem obdobju ponavljajoce igre bo venomer tak izid, torej bo v T-obdobni zapornikovi
dilemi izid kar T-kratna ponovitev profila akcij (N, V).

4. Ponavljajoca zapornikova dilema

Zgled 29 (Predstavitev ponavljajoce zapornikove dileme z drevesom). Predstavimo ponavljajoco za-
pornikovo dilemo na nacin, kot predstavljamo ekstenzivne igre. V zgledu se ukvarjamo z dvoobdobno
ponavljajoco zapornikovo dilemo. Primer reSujemo kot obic¢ajno ekstenzivno igro, od spodaj nav-
zgor. Vrednosti v listih predstavljajo koristi obeh igralcev, zgornje stevilo je korist prvega, spodnje
pa korist drugega. V vozlis¢ih Stevili 1 in 2 oznacujeta, kateri igralec izbira, na povezavah pa sta
oznaceni akciji {P, N} za vsakega igralca. Igralec, ki je na potezi, torej primerja obe vrednosti, in
seveda izbere potezo z vecjo koristnostjo zanj. Izbrane povezave oznac¢imo z rdeco barvo.

Opazimo seveda, da je odlocitev igralca v obdobju T neodvisna od odlocitev v prejsnjih obdobjih.
Profil akcij v Nashevem ravnovesju bo (N, N).
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Slika 1. Dvoobobna zapornikova dilema

5. Zanimivost

V 80ih letih prejsnjega stoletja je Robert Alexrod naprosil nekaj strokovnjakov s podrocij matema-
tike, ekonomije, psihologije in sociologije, ki so bili seznanjeni s problemom zapornikove dileme, da
oddajo svoje predloge za strategijo v kon¢ni ponavljajoci igri zapornikove dileme. Prejel je 14 od-
govorov in jih pomeril proti strategiji, ki nakljuéno (in z verjetnostjo 1/2) izbira akciji N in P. Igra
je imela 200 rund, prav tako je vsaka strategija igrala proti vsaki petkrat. Najbolje se je odrezala
strategija tit-for-tat psihologa Anatola Rapoporta. Kasneje je Axelrod organiziral e en turnir, na
katerega je povabil vse udelezence iz prejsnjega, dodatne tekmovalce pa pridobil z oglasevanjem v
racunalniski reviji. Tokrat je tekmovalo 62 strategij, dolzina igre je bila dolo¢ena verjetnostno, na
koncu pa se je Se vedno za najboljSo izkazala strategija tit-for-tat.

6. Zakljucek

Predstavili smo osnovno idejo ponavljajocih iger in formulirali ljudske izreke za neskoncne pona-
vljajoce igre, preko katerih is¢emo Nasheva ravnovesja. Pokazali smo, da je v kon¢ni ponavljajoci
igri zapornikove dileme Nashevo ravnovesje kar profil akcij, kjer igralca v vsakem obdobju igrata
(N, N). Lahko bi temo nadaljevali e v smeri, ko bi bilo ve¢ Nashevih ravnovesij. Dokazov smo se
predvsem pri razli¢nih kriterijih v neskonénih ponavljajocih igrah izogibali, vendar pa njihov ogled
toplo priporo¢am, saj so v njih ponazorjene zanimive strategije. Bralec si jih lahko ogleda v [I]. V
kolikor bralca zanimajo bolj prakti¢ni rezultati v povezavi z zapornikovo dilemo, naj si ogleda

vir [2]. V viru [3] je predstavljen $e morda nekoliko drugacen pogled na tematiko, tam je zapornikova
dilema predstavljena kot drevo in je morda bolj celovito predstavljen ta aspekt.
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