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V ¢lanku najprej uvedemo osnovne pojme iz teorije kategorij: kategorija, funktor, naravna transformacija, limita,
kolimita. Vse te pojme ponazorimo z zgledi. Nato podamo dve definiciji adjungiranosti funktorjev in pokazemo,
da sta ekvivalentni. V zadnjem poglavju se posvetimo kategorijam, ki izhajajo iz delno urejenih mnozic. V njih
preuc¢imo spoznane pojme, dokazemo izrek od adjungiranih funktorjih, na koncu pa karakteriziramo zveznost funkcij
kot adjungiranost dolocenega para funktorjev.

ADJOINT FUNCTORS AND PARTIALLY ORDERED SETS

In the article, we first introduce the basic concepts from category theory: category, functor, natural transformation,
limit, colimit. All these concepts are illustrated with examples. Then, we provide two definitions of adjoint functors
and show that they are equivalent. In the final chapter, we focus on categories that arise from partially ordered sets.
We study how the concepts discussed earlier behave in these categories, prove the adjoint functor theorem and in the
end, we characterize the continuity of functions as the adjunction of a certain pair of functors.

1. Uvod

Teorija kategorij je veja matematike, ki sta jo v Stiridesetih letih prejsnjega stoletja razvila S. Eilen-
berg in S. Mac Lane. Njun cilj je bil razumeti in natan¢no definirati idejo naravne transformacije,
ki se je v prejsnjih letih vse pogosteje pojavljala na Stevilnih matemati¢nih podroc¢jih. Nastanek
in nadaljno preucevanje tega podrocja je eden od klju¢nih prelomov v matematiki 20. stoletja.
Danes se teorija kategorij uporablja na stevilnih podroéjih, od algebre, topologije in geometrije do
matematicne fizike, racunalnistva in logike.

Matematika pogosto preucuje razlicne objekte in povezave med njimi. V algebri obravnavamo
razli¢cne algebraicne strukture in homomorfizme med njimi, pri topologiji topoloske prostore in
zvezne preslikave. Pogosto se izkaze, da lahko matemati¢ne objekte opiSemo z njihovimi odnosi z
ostalimi objekti. Tako velikokrat Studij posvetimo tem povezavam - pri linearni algebri obravnavamo
lastnosti linearnih preslikav, pri topologiji topoloske prostore pogosto preuc¢ujemo preko preslikav v
realna Stevila. Teorija kategorij te ideje posplosi.

Pojem adjungiranih funktorjev se je razvil kasneje, leta 1958 ga je uvedel D. M. Kan. Pojavijo
se na Stevilnih podroc¢jih matematike. Obstoj adjungiranega para funktorjev dolo¢a sorodnost med
strukturama kategorij.

Stevilnih kljuénih pojmov iz teorije kategorij v temu élanku ne definiramo - temeljito obravnavo
tega podrocja lahko bralec najde v [I]. Pri karakterizaciji zveznosti z adjungiranimi funktorji sledimo
[2].

2. Kategorije

Definicija 1. Kategorija C je struktura, ki ima
e razred objektov Ob C,

e razred morfizmov C (z,y), elemente katere oznac¢ujemo kot f: x — y, za vsak par objektov
xz,y € Ob C;

e identitetni morfizem 1, € C (z,x) za vsak objekt € Ob C;
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e operacijo komponiranja C (y,z) x C(z,y) — C(z,z), (g9, f) — go f, za vse trojice objektov
x,y,z € Ob C.

Pri tem zahtevamo, da velja
lyoh=h=hol,in fo(goh)=(fog)oh
za vse x,y,z,w € Ob C, f € C(z,w), g€ C(y,z) in h € C(x,y).

Opomba 1. Ce so tako razred objektov kot razredi morfizmov kategorije pravi razredi, pravimo, da
je kategorija velika. Ce so vsi ti razredi mnozice, pravimo, da je kategorija majhna. Ce so le razredi
morfizmov mnozice, pravimo, da je kategorija lokalno majhna.

Zgled 1. Vsaka matematicna struktura, ki ustreza tem lastnostim, je kategorija. Najprej si oglejmo
nekaj primerov kategorij, ki smo jih omenili v uvodu. V vseh je operacija kompozituma podana z
obic¢ajnim kompozitumom funkcij, identitetni morfizem pa je kar identitetna funkcija.

e Set je kategorija, katere objekti so mnozice, morfizmi pa funkcije med njimi.

e Vecty je kategorija, katere objekti so vektorski prostori nad poljem F, morfizmi pa linearne pre-
slikave med njimi. FinVecty je kategorija, katere objekti so kon¢no razsezni vektorski prostori
nad poljem FF, morfizmi pa linearne preslikave.

e Top je kategorija, katere objekti so topologki prostori, morfizmi pa zvezne preslikave med njimi.

Vse te kategorije so lokalno majhne. Opazimo, da smo notranjo strukturo obravnavanih objektov
povsem zanemarili - v primeru kategorije Set tako mnozica z enim elementom kot mnozica naravnih
Stevil predstavljata le en objekt. Vseeno pa lahko objekte razlikujemo s pomo¢jo morfizmov: za
vsako mnozico namre¢ obstaja natanko ena funkcija v mnozico z enim elementom, funkcij v mnozico
naravnih Stevil pa je veliko. Objekte v dani kategoriji torej lahko preucujemo preko njihovega odnosa
z ostalimi objekti.

Zgled 2. Do sedaj smo videli le zglede kategorij, katerih objekti so mnozice z dodatno strukturo,
morfizmi pa funkcije, ki to strukturo ohranjajo. Pojem kategorije pa je splosnejsi. Tako si lahko
zamislimo zelo enostavno kategorijo: mnozica objektov je mnozica S, edini morfizmi pa zahtevane
identitete. TakSnim kategorijam bomo rekli diskretne kategorije. Poseben primer je prazna katego-
rija, ki ima prazno mnozico objektov.

Zgled 3. Za zadnji zgled kategorije si oglejmo sledec¢o konstrukcijo: naj bo A mnozica, opremljena z
delno urejenostjo <. Definirajmo kategorijo A, katere objekti naj bodo elementi A, mnoZzica morfiz-
mov iz a v b pa naj bo ali enojec {x}, ¢e velja a < b, ali prazna mnozica sicer. Tranzitivnost relacije
< nam zagotavlja, da je komponiranje vedno definirano. Hitro se prepricamo, da ta konstrukcija
ustreza vsem pogojem iz definicije kategorije. Taksni kategoriji bomo rekli urejenostna kategorija.
Tudi ta kategorija je majhna.

Definicija 2. Morfizem f: x — y v kategoriji C je izomorfizem, e obstaja morfizem g: y — z, da
velja go f = 1, in fog =1, Ce v C(w,y) obstaja kakien izomorfizem, pravimo, da sta z in y
izomorfna.
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3. Funktorji

V teoriji kategorij se torej ukvarjamo z matemati¢nimi objekti in morfizmi med njimi. Ker je
kategorija tudi sama matemati¢ni objekt, se je naravno vpraSati, kaj so morfizmi med kategorijami.
To nas pripelje do definicije funktorja.

Definicija 3. Naj bosta C in D kategoriji. Funktor F': C — D je podan s preslikavami
e ObC - Ob D, x+— F(x);
o C(x,y) = D(F(x),F(y)), f— F(f), za vsaka z,y € Ob C.

Pri tem zahtevamo, da za ti pravili velja

F(1;) = lpg in F(fog)=F(f)oF(g)

za vse x,y,z € Ob Cin f:y — 2, g: © — y. Funktorju, katerega domena je majhna kategorija,
bomo véasih rekli diagram.

Definicija 4. Naj bosta G: C — D in F': D — & funktorja. Njun kompozitum F o G:C — £ je
funktor, podan s preslikavami Ob C — Ob &, z — F(G(x)), in C(z,y) — E(F(G(x)), F(G(y))),
f— F(G(f)), za vse z,y € Ob C.

Opomba 2. Kompozitum funktorjev je spet funktor in operacija komponiranja je asociativna. Poleg
tega imamo za vsako kategorijo C identitetni funktor 1¢: C — C, ki je dolo¢en z identitetno preslikavo
na objektih ter identitetnimi preslikavami na morfizmih. Funktor torej prestavlja morfizem med
kategorijami. Tako lahko tvorimo (veliko) kategorijo majhnih kategorij, ki jo ozna¢imo s Cat. Njeni
objekti so majhne kategorije, morfizmi pa funktorji med njimi.

Zgled 4. Naj bosta C, D kategoriji. Vsak objekt x € Ob D doloca konstantni funktor x: C — D, ki
vsakemu objektu a € Ob C priredi z, vsakemu morfizmu f € C(a,b) pa identitetni morfizem 1.

Zgled 5. Naj bosta (A4,<4) in (B,<p) delno urejeni mnozici ter A in B pripadajoc¢i inducirani
kategoriji. Vsak funktor F': A — B se zoza na funkcijo f: A = Ob A — Ob B = B, ki ohranja
urejenost. Obratno, vsaka funkcija f: A — B, ki ohranja urejenost, inducira funktor F': A — B.
Res, vsaka funkcija dolo¢a predpis Ob A — Ob B, ohranjanje urejenosti pa zagotavlja, da ta predpis
lahko razsirimo do funktorja.

Zgled 6. Tvorimo lahko funktor dvojnega duala (-)**: Vectyp — Vecty. Ta vektorskemu prostoru V'
priredi njegov dvojni dual V**, linearni preslikavi f: V — W pa f**: V** — W**

[ E)(p) =e(po f).

Ker velja
(fog)™(e)(p) =elpofog) =g (e)pof) =17 (g7()(p)
in (1y)*(e)(p) = e(p), predpis (-)** res doloca funktor.

Na funktorje pogosto naletimo, ko iz nekega matemati¢nega objekta naredimo novega, na primer z
dodajanjem ali ,,pozabljanjem* strukture.

Zgled 7. Pogosti primeri funktorjev so t.i. pozabljivi funktorji. Oglejmo si dva primera.

1. Funktor ®1: Vectp — Set, ki vektorskemu prostoru priredi pripadajoto mnozico, linearni pre-
slikavi pa pripadajoco funkcijo.
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2. Funktor ¥y : Top — Set, ki topoloskemu prostoru priredi pripadajoto mnozico, zvezni preslikavi
pa pripadajoco funkcijo.

Hitro se prepricamo, da sta to res funktorja. Zanimivo je, da lahko tvorimo funktorja, ki sta v
dolo¢enem smislu inverzna:

1. ®5: Set — Vecty, ki mnozici priredi vektorski prostor nad njo, tj. vektorski prostor z bazo
{€a}acs, funkciji f: S — S’ pa inducirano linearno preslikavo, ki bazni vektor e, prostora
®y(S) slika v bazni vektor ey (q) prostora ®2(S’).

2. Uy: Set — Top, ki mnozici priredi diskretni topologki prostor nad to mnozico, funkciji pa
inducirano zvezno preslikavo.

4. Naravne transformacije

Morda je presenetljivo dejstvo, da lahko definiramo tudi morfizem funktorjev, ki je torej morfizem
morfizmov kategorij. Imenujemo ga naravna transformacija.

Definicija 5. Naj bosta F,G: C — D funktorja. Naravna transformacija a: F' = G je podana z
naborom morfizmov {a,: F(x) — G(z)}zcob ¢. Elementom tega nabora pravimo komponentni
morfizmi. Pri tem zahtevamo, da diagram

komutira za vse morfizme f: x — y v kategoriji C.

Definicija 6. Naj bodo F,G,H: C — D funktorji in naj bosta a: G = H, f: F = G naravni
transformaciji. Kompozitum naravnih transformacij « o f je naravna transformacija, podana z
naborom morfizmov {a; o B,: F(x) — H(z) | x € Ob C}.

Definicija 7. Naj bosta C, D kategoriji. Kategorija funktorjev [C, D] je struktura, podana z razredom
objektov

Ob [C,D]={F:C — D | F je funktor}

in z mnozicami morfizmov
[C,D|(F,G) ={a: F = G | a je naravna transformacija}.

Opremljena je z operacijo kompozituma, podano v definiciji [} Za vsak funktor F': C — D imamo
tudi identitetno naravno transformacijo 1p: F' = F, podano z naborom {1p(, | * € Ob C}.

Definicija 8. Funktorja F,G: C — D sta naravno izomorfna, e sta izomorfna kot objekta funktorske
kategorije [C, D].

Trditev 1. Funktorja F,G: C — D sta naravno izomorfna natanko tedaj, ko obstaja naravna trans-
formacija a: F = G, katere komponentni morfizmi so izomorfizmi.
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Dokaz. Pokazimo najprej implikacijo v desno. Naj bosta F'in G naravno izomorfna z izomorfizmom
a: F = G. Tedaj obstajaa™': G = F,dajeaoca™ =1gin a™!
komponentni morfizem a, velja a, o oyt = 1g(e) In a;loa, = 1p(z), torej je izomorfizem.

oa = 1p. Sledi, da za vsak

Obratno, naj bo a: C = D naravna transformacija in naj bodo vsi njeni komponentni morfizmi
izomorfizmi. Dovolj se je prepri¢ati, da je nabor a~! = {(a,)~! | # € Ob C} naravna transformacija
G = F. Naj bo torej f: x — y morfizem v C. Iz oy o F(f) = G(f) o a, takoj sledi, da je
F(f)o (az)™t = (ay) 7t o G(f), s ¢imer je trditev dokazana. B

Zgled 8. V zgledu @ smo si ogledali funktor (-)**: Vecty — Vectp. Dvojni dual konéno razseznega
vektorskega prostora je kon¢no razsezen, zato ta funktor dolo¢a funktor

FinVectp — FinVectp.
Za konéno razsezen vektorski prostor V' imamo izomorfizem
py: V=V v (e = e(v)).
Sedaj trdimo, da zbirka linearnih preslikav
{py: V= V*™ |V € Ob FinVectr}

doloc¢a naravni izomorfizem med (-)** in identitetnim funktorjem. Vsi elementi zbirke so izomorfizmi.
Ce pokazemo, da je zbirka naravna transformacija, bo torej iz trditve (1| sledilo zeleno. Naj bo
f:V — W linearna preslikava. Za vse v € V in ¢ € W* tedaj velja

(v (0) () = pv (v)(po f) = (¢ o f)(v)
= @(f(v) = pw (f () (¢),

zato diagram
174 Hv e

fl lf**

W —— W
Hrw
komutira in zbirka je res naravna transformacija.

Trditev 2. Naj bodo F,G:C — D in H: D — £ funktorji, a: F = G pa naravna transformacija.
Tedaj nabor morfizmov {H (pz) }zeob ¢ doloéa naravno transformacijo H o F' = H o G. Oznacevali
jo bomo z H(p).

Dokaz. Za vse xz,y € Ob C ter f: x — y komutira spodnji diagram.

Ce ga preslikamo s H, dobimo natanko diagram, ki izkazuje, da je H(u) naravna transformacija. W

Zgled 9. Oglejmo si naravne transformacije v primeru, ko je eden izmed funktorjev konstanten. Naj
bo torej F': C — D funktor in z € Ob D objekt. Komponentni morfizmi «: z = F so morfizmi
aq: © — F(a), za katere komutira diagram

/\

a—>F
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za vse morfizme h: a — b v C. Komponentni morfizmi §: F = z so oblike f,: F(a) — z, za katere
komutirajo diagrami

Fla) ——— F(®)

Ce je y € Ob D Se en objekt in f: # — y morfizem, lahko iz naravne transformacije o : y = F
dobimo naravno transformacijo z = F', dolo¢eno z naborom morfizmov {f o a }ecob ¢. Oznacevali
jo bomo s f o . Sorodno za naravno transformacijo 8: F' = x dobimo o f: F = y.

5. Limite in kolimite

Definicija 9. Naj bo Z majhna kategorija. Limita diagrama D: Z — C je objekt lim D € Ob C,
skupaj z naravno transformacijo p: lim D = D, da za vsak x € Ob C in naravno transformacijo
«: x = D obstaja natanko en morfizem f: z — lim D, za katerega je o = po f. Morfizem f je torej
tak, da za vse morfizme h: ¢ — j v Z komutira spodnji diagram.

lim D
-
o / x \
= ™~
D(i) o D(j)

Zgled 10. Primer limite, ki nam je znan, je produkt. To je limita nad diskretno kategorijo. Naj bo
torej I mnozica in Z pripadajoca diskretna kategorija. Naj bo D: Z — C funktor. Brez skode za
splosnost lahko predpostavimo, da je injektiven na objektih. Sliko objekta ¢ € I oznatimo z z;.
Limito lim D v tem primeru oznacujemo z [[,.; ;. Pripadajoc¢a naravna transformacija sestoji iz
morfizmov 7;: [[,c; i — ;. Ker je kategorija Z diskretna, je diagram iz definicije limite v tem
primeru spodnje oblike.

Ce je I = 0, produkt klicemo zacetni objekt. Zanj velja, da za vsak x € Ob C obstaja natanko en
morfizem od zacetnega objekta do .

Oglejmo si produkte v Vecty. Funktor D: Z — Vecty je podan z druzino vektorskih prostorov
{Vitier. Trdimo, da je njihov produkt vektorski prostor [[,.; Vi, katerega elementi so I-terice
(vi)ier, ki jih sestevamo in mnozimo s skalarji po komponentah, skupaj z naravno transformacijo
[Lic; Vi = D, definirano kot

el

{ﬂ'ji HVZ—>V}} ,
Jjel

kjer 7; oznacuje projekcijo na i-to komponento. Opazimo, da za vse v € [[;c; Vi velja v = (m;(v))ier.
Naj bo W vektorski prostor in { f;: W — V;};cs naravna transformacija W = D. Tedaj za linearno
preslikavo h: W — [[,c; Vi, doloceno s predpisom

w = (fi(w))iEIv
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velja m; 0 h = f;. Ce to velja e za eno preslikavo h: W — [Lic; Vi, je tedaj za vsak w € W

h(w) = (m;(h(w)))ier = (fi(w))ier = h(w),

zato je h=hin je torej h res enoli¢no dolocen.

Trditev 3. Ce sta (x,u) in (2/, 1) limiti D: T — C, obstaja natanko en izomorfizem f: x — ', da
velja = fop'.

Dokaz. Spomnimo se, da je p naravna transformacija z = D. Ker je («/, 1) limita diagrama D,
obstaja natanko en morfizem f: x — 2/, da j Je = ,u o f. Simetri¢no vidimo, da obstaja natanko
en morfizem f: 12/ — z, za katerega velja p/ = p o f Kompozitum f f Je morfizem x — x, za
katerega velja u = p o (f f). Ker to velja tudi za 1., po enoli¢nosti sledi fof=1,. Simetricno
vidimo, da je f o f =1,. N

Definicija 10. Naj bo Z majhna kategorija. Kolimita diagrama D: Z — C je objekt colim D € Ob C,
skupaj z naravno transformacijo §: D = colim D, da za vsak x € Ob C in naravno transformacijo
a: D = z obstaja natanko en morfizem f: colim D — x, za katerega je a« = f o d. Morfizem f je
torej tak, da za vse morfizme h: i — j v Z komutira spodnji diagram.

colim D

D(h)

Zgled 11. Primer kolimite, ki nam je znan, je kolimita nad diskretno kategorijo, ki jo imenujemo
koprodukt. Naj bo torej I mnozica in Z pripadajoca diskretna kategorija. Naj bo D: Z — C funktor.
Brez skode za splosnost lahko predpostavimo, da je injektiven na objektih. Sliko objekta i € I
oznacimo z x;. Kolimito colim D v tem primeru oznac¢ujemo z [[;.; ;. Pripadajoca naravna
transformacija sestoji iz morfizmov vj: x; — [[,c; ;. Ker je kategorija Z diskretna, je diagram iz
definicije kolimite v tem primeru spodnje oblike.

Ce je I = 0, koprodukt klicemo koncni objekt. Zanj velja, da za vsak z € Ob C obstaja natanko en
morfizem od x do konénega objekta.

Oglejmo si koprodukte v Vectp. Funktor D: T — Vecty je podan z druzino vektorskih prostorov
{Vi}ier. Trdimo, da je njihov koprodukt vektorski prostor €,.;
(vi)ier 2z le konéno nenicelnimi v;, ki jih seStevamo in mnozimo s skalarji po komponentah, skupaj
z naravno transformacijo D = [[,.; V;, definirano kot

{th‘/j—)@‘/i} ,
el ]EI
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kjer je 1;(v) vektor v @, Vi, katerega edini neniceni element je v na i-ti komponenti. Opazimo, da
za vsak v € @, Vi, v = (vi)ier, velja v = ), 1i(v;). Vsota je dobro definirana, saj je le koncno
mnogo v; nenicelnih. Naj bo W vektorski prostor in {f;: V; — W},c; naravna transformacija
D = W. Preslikava h: @,.; Vi = W,

(vi)ier = Y _ fivi),
il

je dobro definirana, saj ima (v;);cr le konéno nenicelnih v;. Zanjo velja hot; = f;. Ce to velja Se za
eno preslikavo h: @,.; Vi — W, je tedaj za vsak v € @, Vi, v = (vi)ier,

h(v) =Y hu(v) = fi(vi) = > h(ui(v:) = h(v),
icl icl icl
zato je h=hin je h res enoli¢no dolocen.

Dokaz naslednje trditve opuséamo, saj je povsem analogen dokazu trditve

Trditev 4. Ce sta (y,0) in (v, 8') kolimiti D: T — C, obstaja natanko en izomorfizem g: y — vy, da
velja 6 =6 o g.

Definicija 11. Naj bo F': C — D funktor in D: Z — C diagram, katerega limita (lim D, 1) obstaja.
F ohranja limito diagrama D, ¢e velja, da je (F(lim D), F'(u)) limita F'o D: Z — D. Pravimo, da F'
ohranja limite oblike I, ¢e F' ohranja limito vsakega diagrama D: Z — C. F ohranja limite, ¢e ohra-
nja limite vseh oblik. V tem primeru pravimo, da je F' zvezen. Dualno definiramo pojme ohranjanja
kolimite diagrama Z — C, ohranjanja kolimit oblike Z in ohranjanja kolimit, tj. kozveznost.

6. Adjungirani funktorji

Definicija 12. Adjunkcija med kategorijama C in D je par funktorjev F: C — D in G: D — C,
skupaj z naravno transformacijo n: 1¢ = GF, ki jo imenujemo enota, in naravno transformacijo
e: FG = 1p, ki jo imenujemo koenota, da za vse x € Ob C in y € Ob D komutirata spodnja

diagrama.
F(z) 2% p(G(F(2))) Gly) 2% G(F(G(y)))
m fM) L) lG(Ey)
F(z) Gly)

Kadar sta F' in G dela adjunkcije, piSemo F' - G. Pravimo, da sta funktorja F' in G adjungirana
funktorja, F je levi adjungiranec G in G je desni adjungiranec F.

Zgled 12. Pokazimo, da je &5 4 ®; za ®1 in $o definirana v zgledu Najprej moramo razumeti
®10P4 in Poody. Prvi kompozitum mnozici S priredi mnozico vseh vektorjev v vektorskem prostoru
nad S. Elementi ®;(®2(S)) so torej linearne kombinacije vektorjev e, za a € S, obravnavane
kot elementi mnozice. Preslikavi f: S — S’ prvi kompozitum priredi preslikavo, ki je le linearna
preslikava, na bazi dolocena z e, > ey(q), obravnavana kot navadna preslikava med mnozicami.
Drugi kompozitum vektorskemu prostoru V' priredi vektorski prostor z bazo {e,},cy. Linearni
preslikavi g: V' — W priredi linearno preslikavo, na bazi doloceno s predpisom e, — €g(y).

Za komponentni morfizem enote n pri mnozici S vzemimo preslikavo ng: S — @1(P2(.5)), ki
a € S slika v element e, € ®1(P2(S)). Za komponentni morfizem koenote ¢ pri vektorskem pro-
storu V' vzemimo linearno preslikavo ey : ®o(®1(V)) — V, ki bazni vektor e, € ®o(®;(V)) slika v
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vektor v € V. Najprej premislimo, da komutira levi diagram iz definicije Linearna preslikava
®y(ns) slika bazni vektor e, € ®2(S) v ee, € P2(P1(P2(95))), tega pa eg,(s) slika v e,. Torej je
kompozitum eg,(g) © P2(ns) enak 1g,(5). V desnem diagramu preslikava 7g, () slika v € ®1(V) v
ey € 1(P2(P1(V))), tega pa @1(ey) slika v v € ®1(S). Torej je kompozitum @1 (ey) o 1, (s) enak

1@1({/).
Pokazati moramo 3e, da sta 7 in € naravni transformaciji. Zelimo torej, da komutirata spodnja
diagrama.
S By oy (Do(9)) Dy(d1(V)) X V
fl |21 2a(®1(9))| g
S" = Pu(P2(S)) Po(21(W)) 2 W
Izra¢unamo lahko
D1 (P2(f))(ns(a)) = ©1(P2(f))(ea) = €f(a) = 15 (f(a)),

9lev((en)) = 9(v) = ew(egw)) = ew (P2(P1(9))(ev)),

zato je res $g - ;.

Adjungiranost funktorjev lahko definiramo Se na drug, ekvivalenten nacin, ki nam razjasni uporabo
izrazov levi in desni adjungiranec.

Definicija 13. Adjunkcija med kategorijama C in D je par funktorjev F': C — D in G: D — C,
skupaj z bijekcijami

Bay: D(F(z),y) = C(z,G(y)),
za vse x € Ob C, y € Ob D, za katere za vse x,2/ € Ob C, y,y/ € Ob D, h: 2’ — z, g: y — ¢/ in
f: F(x) — y komutira spodnji diagram.

Gly) —22 Gy)

, y(foF(h))
Byt (gof) N o
X

<—l’l

Kadar sta F' in G dela adjunkcije, pisemo F' - G. Pravimo, da sta funktorja F' in G adjungirana
funktorja, F je levi adjungiranec G in G je desni adjungiranec F.

Zgled 13. Tudi za definicijo [L3]| velja ®o 4 &1 za ;1 in P9, definirana v zgledu [7] Res, kot kandidat
za bijekcijo med Vectp(®2(S), V) in Set(S, ®1(V)) se nam ponuja predpis fg v, ki linearni preslikavi
f: ®2(S) — V priredi preslikavo a — f(e,). Inverz ﬁ;%/ je podan s predpisom, ki funkciji g: S —
®, (V) priredi linearno preslikavo, na bazi dolo¢eno s predpisom e, +— €g(a)- Prepricajmo se, da
B dolo¢a adjunkcijo ®o 4 ®;. Naj bosta torej S, S mnozici, V, V' vektorska prostora, h: 8" — S
funkcija, g: V. — V' in f: ®3(S) — V pa linearni preslikavi. Prepricati se moramo, da komutira
spodnji diagram.
1

1(V) <—<I>1

55' f°<1>2(h
55 v
/85 V’ Qof

S%S’
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Izracunamo lahko

P1(9)(Bs,v (f)a)) = @1(9)(f(ea)) = g(f(ea)) = Bs,v(go f)(a),
Bsv (f)(M(b)) = flenw)) = f(Pa(h)(ep)) = Bsrv (f o Pa(h)) (),

zato je res &9 - P;.

Da se pojma adjungiranosti, podana v definicijah in ujemata v primeru para (P, ®;), ni
nakljucje, kot nam pove spodnja trditev.

Trditev 5. Adjunkcija med kategorijama C in D po definiciji[I9 na kanoniéen nacin doloc¢a natanko
eno adjunkcijo med njima po definiciji[13, in obratno.

Dokaz. Denimo, da med kategorijama C in D obstaja adjunkcija glede na definicijo Torej
obstajta funktorja F': C — D in G: D — C ter enota n: 1¢ = GF in koenota ¢: F'G = 1p. Za
xz € Ob C in y € Ob D definirajmo predpis, ki f: F(y) — x slika v 5, (f) = G(f) o ny. Inverzen
predpis g: y = G(z) slika v 8, (g) = e, 0 F(g). Velja

G(g) 0 Bay(f) =G(g9) o G(f)omy =G(go f)ony = Bry(gof)
Bm,y(f) oh= G(f) Oy © h = G(f) o G(F(h)) O Myt = G(f © F(h)) O Myt = /Bz’,y(f © F(h)),

zato velja F' 4 G po definiciji

Denimo, da med kategorijama C in D obstaja adjunkcija glede na definicijo Torej obstajata
funktorja F': C — D in G: D — C ter ustrezne bijekcije 3, ,. Komponentne morfizme enote n
dolo¢imo s predpisom 7, = B, p(z)(1r@)) € C(z, G(F(x)), komponentne morfizme koenote pa s
predpisom ¢, = ﬁégy),y(lG(y)) € D(F(G(y)),y). Ker 8 dolo¢a adjunkcijo F' 4 G, za vse morfizme
f:x — 2’ v C komutira spodnji diagram.

Bz, F(z)(LF(x))
r —

N

1 Bar@)(FW) G(F(f))

N

¥ —— G(F(2)))
But 72"y (Lp(ary)

G(F(x))

Torej je n naravna transformacija. Podobno se prepricamo, da je € naravna transformacija. Naj bo
f: F(z) = y morfizem v D in g:  — G(y) morfizem v C. Iz diagrama v definiciji ki mu zadosca

B, sledi B4 (f) = G(f) one in g = By y(ey 0 F(g)), zato velja
Lr(e) = Biay o () = Er(a) © F (1)
Podobno vidimo, da velja 1g(,) = G(gy) 0 ng(y)- Torej je F' 4 G po definiciji [ |
Ena od klju¢nih lastnosti adjungiranih funktorjev je, da ohranjajo limite oziroma kolimite.

Izrek 6. Naj bosta F': C — D in G: D — C funktorja, da je F 4 G. Tedaj je G zvezen, F pa
kozvezen.
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Dokaz. Naj bo D: T — D diagram in (lim D, 1) njegova limita. Trdimo, da je (G(lim D), G(u))
limita diagrama G o D:Z — C. Naj bo x € Ob C in a: z = G o D naravna transforma-
cija. Komponentne morfizme «;: x — G(D(i)) lahko preslikamo z ﬂ;})(i), da dobimo morfizme

5;1 (i)(ai): F(xz) = D(i). Naj bo g: i — j morfizem v Z. Tedaj velja o;; = G(D(g)) o ;. Velja

B,y (D(9) © By by (0)) = G(D(g)) o o,

zato je
D(g) o ﬁ;b(i) (a;) = 5;}3(]')(G(D(9)) o) = /B;lD(j) (O‘j)~

Komutira torej spodnji diagram.

B b () Fle) [N )
2,D(3) a/ NDM ¥
D(i) ———5—— DU

Sledi, da nabor {B;}D(i)(ai)}ie[ dolo¢a naravno transformacijo a: F(x) = D. Ker je lim D limita,
obstaja natanko en morfizem h: F(z) — lim D, da je @ = po f. Ker komutira spodnji diagram, je
Bz1im p(h): © — G(lim D) enoliéni morfizem, za katerega je o = G(t) © By 1im n(h).

(D)) €M Gim D)
. Tﬁz,li
e

\ mD(h)

Dokaz za kozveznost F' je dualen. B

Vprasamo se lahko, ¢e velja obrat te trditve, tj. ¢e so vsi zvezni funktorji desni adjungiranci. Izkaze
se, da to velja ob dolo¢enih predpostavkah. Eden od izrekov, ki govori o tem, je Freydov izrek o
adjungiranih funktorjih, katerega formulacijo in dokaz najdemo v poglavju 5.6 knjige [I].

7. Adjungirani funktorji med urejenostnimi kategorijami

Zgled 14. Poiscimo karakterizacijo parov adjungiranih funktorjev med urejenostnimi kategorijami.
Naj bosta (A, <4) in (B, <p) delno urejeni mnozici, A in B pa pripadajoci kategoriji. Par funktorjev
F: A— Bin G: B — A je adjungiran natanko tedaj, ko za vse a € A ter b € B obstaja bijekcija
med B (F (a),b) in A(a,G (b)). To je ekvivalentno spodnji izjavi.

Zavsea€ Ainbe Bvelja F(a)<pb <= a<4G(b). (1)

Zgled 15. Sedaj v urejenostnih kategorijah opisimo Se limite in kolimite. Naj bo D: 7 — A diagram
in denimo, da obstaja njegova limita lim D. Le-ta je element A, ki je manjsi od vseh elementov v
sliki D, in ¢e je Se kak a € A manjsi od vseh elementov v sliki D, tedaj je lim D vecji od a. Torej
je lim D natanko infimum mnozice {F' (i) | ¢ € Ob Z}. Podobno vidimo, da je kolimita diagrama, ¢e
obstajaja, supremum te iste mnozice.

Izrek 7 (izrek o adjungiranih funktorjih). Ce je A urejenostna kategorija z vsemi kolimitami, potem
je F: A — B levi adjungiranec natanko tedaj, ko je kozvezen. Ce je B urejenostna kategorija z vsemi
limitami, je funktor G: B — A desni adjungiranec natanko tedaj, ko je zvezen.
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Dokaz. Naj kategoriji A pripada delno urejena mnozica (A, <4), kategoriji B pa (B, <p). Implikaciji
v desno sledita iz izreka[6] Pokazimo e implikaciji v levo. Denimo, da v A obstajajo vsi supremumi
in naj bo F': A — B funktor, ki ohranja kolimite. Definirajmo G: B — A s predpisom

G(b) =sup{a | a € A, F(a) <p b}.
Ker v A obstajajo vsi supremumi, je predpis dobro definiran. Ce je b <p V', je
{ala€ A, Fla)<pb}C{a|a€ A, Fla)<pl'},

zato G ohranja urejenost in je funktor. Pokazimo, da je F(ag) <p by <= ag <a G(by). Ce je
F(ag) <p by, potem je ag € {a | a € A, F(a) <p by}, kar pomeni ag <4 G(bg). Ce je ag <4 G(bp),
je F(ao) <p F(G(by)), zato zados¢a pokazati F'(G(bg)) <p by. Ker F' ohranja supremume, je

F(G(by)) = F(sup{a | a € A, F(a) <p bp}) =sup{F(a) | ac A, F(a)<pby} <p bo,
zato je res F' 4 G. Dokaz za drugi del trditve je dualen. B

Za konec si oglejmo sledeci primer. Najprej topoloskemu prostoru X priredimo delno urejeno mno-
zico (C1(X), C) zaprtih podmnozic X glede na relacijo vsebovanosti. S Cl(X) ozna¢imo inducirano
kategorijo, kot smo opisali v zgledu Funkciji (ne nujno zvezni) ¢: X — Y med topoloskima
prostoroma X in Y priredimo funkciji

ty: CL(X) = CL(Y), U ¢ (U),
t?: ClL(Y) = ClL(X),V = ¢ L(V).

Ker za U C U’ velja ¢(U) C ¢(U’), velja tudi ¢(U) € ¢(U’). Torej t4 ohranja urejenost, zato
inducira funktor Ty: CI(X) — CI(Y). Podobno premislimo, da tudi ¢ ohranja urejenost in zato
inducira funktor 7%: CI(Y) — CI(X).

Izrek 8. Naj bosta X in Y topoloska prostora in naj bo ¢: X — Y funkcija. Tedaj je ¢ zvezna
natanko tedaj, ko je par (T¢,T¢) adjungiran.

Dokaz. S pomocjo zveze lahko adjungiranost karakteriziramo na sledec¢i nacin:

(T¢,T¢) je adjungiran <= (VU ECL(X)VV €Cl(Y): d(U)CV = UC g1 (V))
— (VU ECLX) WV €ClL(Y): ¢(U)CV — UC g1 (V))
— (VU ECL(X) YV €Cl(Y):UC¢1(V) = ¢(U)C V)

Spomnimo se, da je funkcija ¢: X — Y zvezna natanko tedaj, ko za vsak A C X velja

¢ (4) C o (A).

Pokazimo najprej implikacijo v desno. Naj bo ¢: X — Y zvezna in denimo, da za U € CI(X)
ter V € CI(Y) velja U C ¢~ (V). Potem velja

o) Co(6T(V)) Colo (V) CV,
iz ¢esar sledi, da je par (T, T?) adjungiran.
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Pokazimo Se implikacijo v levo. Naj bo par (T¢, T¢) adjungiran in vzemimo poljubno podmnozico
A C X. Velja

Ac o (p(A) c o7t (o(A)).
zato je
Ace(a(A),
Ker je A € CI(X) ter ¢(A) € CI(Y), iz karakterizacije adjungiranosti iz zacetka dokaza sledi

¢ (A) C o (A).
Torej je ¢ zvezna. B
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