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Clanek z elementarno matematiko in fiziko razis¢e vrtenje nihajne ravnine Foucaultovega nihala. Kot zasuka
ravnine poveze z geometrijo gravitacijskega polja Zemlje, katere povrsje je v priblizku popolne sfere ekvipotencialna
ploskev polja. Izpelje odvisnost kota zasuka od geografske §irine nihala in trajanja opazovanja. Z Gauss-Bonettovim
izrekom iz diferencialne geometrije nato izsledke kratko posplosi na ekvipotencialne ploskev poljubnih polj v prostoru.

THE GEOMETRY OF THE FOUCAULT PENDULUM

The article examines the rotation of the swing plane of the Foucault pendulum. It employs only elementary
mathematics and physics. It relates the angle of rotation of the plane to the geometry of the Earth’s gravitational
field, which is in the approximation of a perfect sphere an equipotential surface of the field. The magnitude of the
rotation is expressed as a function of geographical latitude of the pendulum and length of the observation period.
Finally, using the Gauss-Bonnet theorem of differential geometry, the results are briefly generalised to equipotential
surfaces of arbitrary fields space.

1. Uvod

Foucaultovo nihalo, imenovano po Léonu Foucaultu, je priljubljena fizikalna naprava za prikaz vr-
tenja Zemlje okoli svoje osi. Velika utez je obeSena tako, da lahko niha v poljubni smeri. Nihajna
ravnina se tako ne vrti skupaj z Zemljo. Lahko bi rekli, da se tla vrtijo pod njo. Manj poznana
posebnost nihala pa je, da obrata ne zaklju¢i v enem dnevu, kot bi naivno pricakovali. Izjemi sta
pola, kjer opravi obrat v natanko enem dnevu. Na ekvatorju se nihajna ravnina ne vrti glede na
tla.

V ¢lanku bomo z geometrijskega vidika raziskali mehanizem in lastnosti tega vrtenja. Vecina
¢lankov na to temo obnasanje nihala raziskuje z uporabo Coriolisove sile ali pa z geometrijskega
vidika, a z vektorsko analizo. V tem ¢lanku pa bosta z izjemo razdelka 4.4 uporabljeni zgolj ele-
mentarna matematika in fizika. Zaceli bomo s fizikalno motivacijo iskanja krivulj na ploskvah, ki
se obnaSajo kot premice, v razdelku 2., ter nato v razdelku 3. poiskali take krivulje na sferi. Izpe-
ljali bomo Se nekatere rezultate sferne geometrije, ki jih bomo potrebovali kasneje, denimo povrsino
sfernega trikotnika.

Nato bomo v razdelku 4. postopoma povezali spreminjanje nihajne ravnine nihala z geometrij-
skimi lastnostmi sfere in naposled v razdelku 4.4 kratko nakazali Se posplositev na ostale ukrivljene
ploskve. Bralec si lahko ve¢ o diferencialni geometriji prebere v viru [5], predvsem v razdelkih I1.1-
I1.4 in IV.3. Ve¢ od Gauss-Bonnetovem izreku lahko bralec najde v viru [2] v poglavju 13, predvsem
v 13.1 in 13.2.

V celotnem ¢lanku bomo krozenje Zemlje okoli Sonca kot pospeseno gibanje zanemarili.

2. Prvi Newtonov zakon na ploskvah

Spomnimo se prvega Newtonovega zakona: telo, na katerega ne deluje nobena sila ali pa je vsota vseh
sil nanj enaka 0, miruje ali se giblje enakomerno premocértno. Osredoto¢imo se na premocrtnost. V
trorazseznem evklidskem prostoru se telesa, na katera sile ne delujejo, gibljejo po premicah.
Zamislimo si sedaj poljubno gladko ploskev v R3, ki je lahko ukrivljena. Ploskev naj bo gladka
tako v matemati¢nem smislu: nima ostrih kolen, kot v fizikalnem: trenja na ploskvi ni. Postavimo
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na to ploskev telo in predpostavimo, da se ploskev ukrivlja pro¢ od telesa, ne proti njemu (denimo
telo na zunanji povrsini sfere). Dodelimo telesu neko hitrost, recimo s kratkotrajnim sunkom sile,
v smeri tangentno na ploskev. Po prvem Newtonovem zakonu se telo po sunku giblje enakomerno
premocrtno. Premica, po kateri se telo giblje, pa seveda ne sledi nujno ploskvi, saj je ta ukrivljena.
Vemo le, da je premica tangentna na ploskev v tocki zacetnega polozaja telesa.

Ce naj se telo giblje po ukrivljeni ploskvi, mora nanj ves ¢as delovati primerna sila, ki ga na
ploskvi zadrzuje. Taksno silo lahko razdelimo na dve komponenti: prva naj bo normalna na ploskev,
druga pa tangentna. Normalna komponenta sile telo zadrzuje na ploskvi. Nanj ne opravlja dela, saj
je stalno pravokotna na tir telesa, spreminja pa smer njegovega gibanja. Tangentna komponenta
telo pospesuje po ploskvi. Spreminja lahko tako velikost hitrosti telesa kot tudi njegovo smer vzdolz
ploskve, ne zadrzuje pa telesa na ploskvi.

Ce zelimo telo zadrzati na ploskvi, je torej dovolj, da nanj deluje le sila v smeri normale na
ploskev. Za opazovalca, omejenega na ploskev, je ta sila vseprisotna in bi jo morda obravnaval kot
mi obravnavamo silo teze na Zemlji. Sila teze je namre¢ primer prav taksne sile: ¢e obliko Zemlje
poenostavimo na popolno kroglo, je sila teze ves ¢as normalna na podlago, saj kaze venomer proti
srediscu Zemlje. Odgovorna je, da telesa ostanejo “prilepljena” na zemeljsko povrsje.

Zamislimo si, da je Zemlja povsem brez terenskih ovir, torej brez hribov in dolin ali podobnega.
Ce bi na taki Zemlji brenili Zogo v vodoravni smeri in na zogo ne bi delovala nobena sila, torej niti
sila teze, niti sila podlage, niti sila upora, niti sila trenja, bi Zoga potovala brez zavijanja po ravni
premici in séasoma zapustila Zemljo, ko bi se ta ukrivila pro¢ od nje. Zoge nié¢ ne bi sililo, da sledi
ukrivljenemu zemeljskemu povrsju, zato bi potovala po premici v R3, ki pa je tangentna na Zemljo.
Seveda tega ne bi takoj opazili, saj se Zemlja zaradi svoje velikosti zelo pocasi ukrivlja.

Nadaljujmo z istim primerom, a naj tokrat na zogo delujeta sili teze in podlage. Obe sta
pravokotni na ploskev (sile trenja ni). Skupaj ti sili telo zadrzujeta na ploskvi. V lokalnem sistemu
ploskve, to je sistem, v katerim zivi prebivalec Zemlje, je Zoga v ravnovesju. Ko zogo brcnemo, bo ta
drsela po povrsju Zemlje v nedogled. Zoga ne zavija v smeri vzdolz ploskve (natan¢neje povedano:
pospesek nima tangentne komponente), saj nanjo ne deluje nobena sila, tangentna na ploskev, zato
bi lahko gibanje Zoge oznacili kot enakomerno premocrtno po sferi, tir gibanja zoge pa kot premico na
sferi. Tir zZoge pa seveda ni premica v R?, zato Zoga o¢itno ni v ravnovesju v zunanjem (vesoljnem)
inercialnem sistemu, ki ni odvisen od ploskve (to je na primer sistem vesoljca, ki Zemljo opazuje od
dale¢). Za telesa, omejena na ploskev, bi zato lahko uvedli inercialnemu sistemu prilagojeno razli¢ico
prvega Newtonovega zakona, ki je enakovreden navadnemu Newtonovemu zakonu v lokalnem sistemu
ploskve. Pogoj, da na telo, omejeno na ploskev, ne deluje nobena sila ali pa je njihova vsota enaka 0,
lahko spremenimo v pogoj, da v zunanjem inercialnem sistemu na telo delujejo zgolj sile v normalni
smeri ali pa ima vsota vseh sil smer normale na ploskev.

Taksno telo se ne giblje ve¢ enakomerno premocrtno z vidika R3. Giblje se po krivulji na ploskvi,
ki ne zahteva zavijanja vzdolz ploskve, velikost hitrosti telesa pa je konstantna. Spomnimo se, da
normalne sile na telo ne opravljajo dela in mu zato velikosti hitrosti ne spreminjajo, prav tako pa mu
ne spreminjajo smeri vzdolz ploskve (to je tangentno na ploskev). Taksnim krivuljam v diferencialni
geometriji pravimo geodetske krivulje ali geodetke, v tem ¢lanku pa jih bomo imenovali kar premice
na ploskvi. Povzemimo zadnja odstavka v naslednji definiciji.

Definicija 1. Premica na ploskvi je krivulja na ploskvi, po kateri se telo, omejeno na ploskev, giblje,
¢e v zunanjem inercialnem sistemu nanj delujejo le sile, usmerjene normalno na ploskev, ali ¢e je
vsota vseh sil nanj usmerjena normalno na ploskev.

Definicija bi lahko bila malo manj stroga, a bi porodila iste rezultate. Ker nas zanima le premo-
¢rtnost na ploskvi, je v zgornji definiciji dovolj zahtevati ze, da na telo v vsakem trenutku delujejo
le sile, ki so bodisi normalne na ploskev bodisi tangentne na trenutno smer gibanja telesa. Dovolimo
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torej, da je telo pospeSeno v smeri svojega gibanja. Zahteva, da so vse sile na telo normalne na
ploskev, nam doda enakomernost gibanja.

V diferencialni geometriji se geodetske krivulje definira kot tiste naravno parametrizirane krivulje
4, katerih drugi odvod po naravnem parametru, 5", je pravokoten na krivuljo 4. Ve¢ o tem si lahko
bralec prebere v viru [5, razdelek IV.3]. Omenimo Se, da so lokalno, a ne nujno globalno, geodetske
krivulje tudi krivulje najkrajsih razdalj: najkrajsa pot med dvema tockama na ploskvi je del neke
geodetske krivulje, ki poteka skozi ti dve tocki.

2.1 Vzporedni premik

Se zadnji¢ se vrnimo h gibajoci se Zogi na Zemlji. Ce je rezultanta sil na zogo v lokalnem sistemu
Zemlje enaka 0, se vektor njene hitrosti (ali pa gibalne koli¢ine) v tem sistemu ne spreminja, saj se
zoga giblje enakomerno premoc¢rtno. V zunanjem inercialnem sistemu pa rezultanta sil na Zogo ni
enaka 0 in se vektor hitrosti ne ohranja. Zoga namreé¢ potuje po (glavni) kroznici, ki ni premica v
R3. Premiku vektorja po ploskvi, pri katerem se vektor v lokalnem sistemu ploskve ne spremeni,
pravimo vzporedni premik po ploskvi. Bralcu bo poznan vsaj vzporedni premik vektorja v evklidski
ravnini: to je translacija vektorja, kot smo je vajeni. Ce je v lokalnem sistemu Zemlje rezultanta sil
na gibajoco se zogo enaka 0, je vektor hitrosti Zoge podvrzen vzporednemu premiku po Zemlji.
Ocitno je, da se kot med premico in vektorjem, ki ga
vzporedno premikamo vzdolz nje, ne spreminja. Naspro- P

tno pa se kot med neko poljubno ravninsko krivuljo in W
vektorjem, ki ga vzporedno premikamo vzdolz nje, lahko M
spreminja. Kot med vektorjem in krivuljo je kot med vek-

torjem in tangento nanjo. Bralcu je v pomoc¢ lahko slika

1. Podobno se tudi kot med premico na ploskvi in vek-

torjem, ki ga vzporedno premikamo po ploskvi vzdolz te Slika 1. Pri vzporednem premiku vektorja
vzdolz krivulje se kot med vektorjem in tan-
gento na krivuljo ne ohranja nujno. Slika je
skvi in vektorjem, ki ga vzporedno premikamo po ploskvi prirejena po sliki 3 v viru [1].

premice, ne spreminja. Kot med poljubno krivuljo na plo-

vzdolz te krivulje, pa se lahko spreminja. To dejstvo nam
bo prislo prav pri razumevanju sukanja nihajne ravnine Foucaultovega nihala.

3. Sferna geometrija

3.1 Premice na sferi

Dolo¢imo sedaj geodetske krivulje oziroma premice na sferi. Zamislimo si gibajoce telo na sferi, na
katerega delujejo le normalne sile. Opazujmo ga v zunanjem inercialnem sistemu. Normalna smer
na sferi je kar srediséna smer. Ce predpostavimo, da je rezultanta sredisénih sil na telo konstantne
velikosti, kar je v primeru sil teze in podlage na Zemlji povsem smiselna predpostavka, in da je
velikost rezultante taka, da se telo ne pogrezne v sfero niti ne zleti z nje (¢e se telo giblje hitreje,
mora biti sila podlage manjsa), hitro ugotovimo, da telo krozi po kroznici, katere sredisce se ujema
s sredisc¢em sfere. Kroznicam na sferi, katerih sredi$ce se ujema s sredis¢em sfere, pravimo glavne
kroznice (definicija v viru [4, tocka 3]). Bralcu je morda bolj domac¢ izraz glavni krogelni krog, ki
se nanasa na kroge, katerih srediS¢e in polmer se ujemata s srediS¢em in polmerom krogle. Ocitno
velja Se, da je kroznica na sferi glavna natanko tedaj, ko lezi sredisce sfere v njeni ravnini.
Pokazali smo, da je vsaka premica na sferi, kot smo jo definirali v definiciji 1, glavna kroznica.
Velja pa tudi obratno: vsaka glavna kroznica je premica na sferi. Denimo, da se telo giblje po glavni
kroznici. Z vidika opazovalca v R3 tako telo krozi po kroznici, zato je rezultanta sil nanj vedno
usmerjena proti sredis¢u krozenja, ki je v tem primeru sredisce kroznice in sfere. Rezultanta je torej
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normalna na sfero, zato je po prilagojenem Newtonovem zakonu glavna kroZznica premica na sferi.

Omenimo, da so glavne kroznice na sferi tudi krivulje najkrajsih razdalj: najkrajsa pot med
dvema krajema na Zemlji je del loka glavne kroznice. Najkrajsa pot med tockama na sferi je,
gledano v R3, tetiva med njima, najkrajso pot na sferi pa o¢itno dobimo s srediéno projekcijo
tetive na sfero. Ker lezijo vse tocke projekcije v isti ravnini kot sredisc¢e sfere, je projekcija lok
na glavni kroznici. Omenimo Se, da z izjemo ekvatorja vzporedniki niso glavne kroznice. Z vidika
opazovalca na Zemlji je pot po vzporedniku, ki ni ekvator, kriva pot in ni najkrajsa pot med njegovo
zacetno in konc¢no lego. Letala na primer ne letijo po vzporednikih, ampak po krivuljah, ki se na
vecini zemljevidov ne zdijo smiselne. Nasprotno pa so vsi poldnevniki glavne kroznice oziroma
natancneje polovice glavnih kroznic.

Pokazimo Se dve lastnosti glavnih kroznic, ki nam bodo obc¢asno prisle prav. Skozi dve toc¢ki na
sferi, ki si nista antipodni, poteka natanko ena glavna kroznica (trditev v viru [4, tocka 4]). Ce si
tocki nista antipodni, ti dve tocki in sredisce sfere niso kolinearne, zato poteka skozi njih natanko
ena ravnina. Presek te ravnine s sfero je iskana glavna kroznica.

Poljubni dve (razli¢ni) glavni kroznici se sekata v natanko dveh tockah (trditev v viru [4, tocka
10]). Na ravnini poljubne glavne kroznice vedno lezi tudi sredisce sfere. Presek ravnin dveh razliénih
glavnih kroznic je oc¢itno premica, ki poteka skozi sredisce sfere. Ta premica seka sfero v dveh

sekata v natanko dveh antipodnih tockah.

3.2 Sferni trikotniki

Sedaj ko poznamo premice na sferi, lahko definiramo Se trikotnike na sferi. Skozi dve tocki na sferi
poteka vsaj ena glavna kroznica. Ce tri nekolinearne tocke med seboj paroma povezemo z glavnimi
kroznicami, dobimo sferni trikotnik. Stranice trikotnika so krozni loki, ki jih na glavnih kroznicah
omejujejo zacetne tri tocke. Tocke na sferi so nekolinearne, ¢e ne vse tri lezijo na isti glavni kroznici.

Oglisca trikotnika bomo oznacevali z A, B in C, stranice z a, b in ¢, notranje kote trikotnika
pa z «, B in 7. Notranji koti trikotnika so koti med glavnima kroznicama, ki se v pripadajotem
ogliséu sekata, kot med kroznicama pa je kot med njunima tangentama kot premicama v R? in je
enak kotu med ravninama, ki potekata skozi posamezni kroznici in sredisce sfere. Oznake notranjih
kotov niso standardne, a bodo za potrebe tega ¢lanka primernejse od standardnih. V naslednjem
razdelku bomo pokazali, da je povrSina sfernega trikotnika odvisna le od polmera sfere in notranjih
kotov trikotnika.

3.3 Povrsina sfernega trikotnika

Bralec lahko najde izérpnejsi dokaz v viru [4, tocke 96-98]. Med celotnim dokazom v tem ¢lanku si
bralec lahko pomaga s skicama 2a in 2b.

Vzemimo poljuben sferni trikotnik ABC', njegove stranice pa podaljsajmo do celotnih glavnih
kroznic. Vsaki dve od teh treh kroznic se sekata v enem od oglis¢ trikotnika. Ker pa se glavni
kroznici vedno sekata v natanko dveh antipodnih toc¢kah, tvorijo te tri kroznice na drugi strani sfere
nov trikotnik, ¢igar oglis¢a so antipodna prvotnemu trikotniku. Imenujmo ga trikotnik A’ B’C’, kjer
so tocke A’, B’ in C' zaporedoma antipodne tockam A, B in C. Zaradi simetrijskih lastnosti sfere
med trikotnikoma ne moremo razlikovati, zato sta si skladna (trditev v viru [4, tocka 98]). (Opomba:
trikotnika si nista povsem enaka, ampak sta zrcalni sliki drug drugega).

Kroznice razdelijo sfero na ve¢ delov. Premislimo, na koliko. Poljubni dve od treh kroznic se
sekata v natanko dveh tockah. Skupaj dobimo Sest preseciSc¢, saj se v nobenem presecis¢u ne sekajo
vse tri kroznice, sicer bi bil trikotnik ABC' izrojen. Vsako presecisce je torej oglisce stirih likov.
Pokazimo, da so vsi ti liki trikotniki. Izberimo si neko kroZnico in ozna¢imo s P in P’ ter z R in R’
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zaporedoma njena preseciSca s prvo in z drugo izmed preostalih dveh kroznic. Med potovanjem po
kroznici bomo med preseciséema P in P’, ki sta si antipodni, naleteli na natanko eno od presecisc
R in R, saj si v nasprotnem primeru R in R’ ne bi mogli biti antipodni. Vrnimo se sedaj na
poljubno presecisée dveh kroznic, imenujmo ga T, ki je ogliS¢e prej omenjenih Stirih likov. Kroznici,
ki se v tem preseciscu sekata, bosta do svojega drugega presecisca presekani vsaka natanko enkrat;

trikrat, za vsako njegovo oglis¢e enkrat. Vseh trikotnikov je torej osem. Dva od njih sta trikotnika
ABC in A’B’C’. Imenujmo ju glavna trikotnika. Ostalih Sest trikotnikov imenujmo prilezni triko-
tniki. Vsak prilezni trikotnik si deli eno stranico z enim od glavnih trikotnikov. Oglejmo si glavni
trikotnik ABC' in prilezni trikotnik, ki lezi ob stranici a. Ker si trikotnika delita stranico a, si delita
Se ogliséi B in C'. Oglisce trikotnika ABC' nasproti stranice a je A, ogliSce izbranega prileznega
trikotnika nasproti stranice a pa je A’. Ogliséi A in A’ sta si antipodni. Hkrati pa je tudi tocka A
oglis¢e enega od prileznih trikotnikov. Stranica, ki v tem prileznem trikotniku lezi nasproti oglisca
A, je d, in si jo prilezni trikotnik deli z glavnim trikotnikom A’B’C’. Ker si delita stranico a/,
si delita tudi ogliséi B’ in C’. Nasproti stranice a’ v trikotniku A’B’C’ lezi oglisée A’. V pomo¢
je lahko slika 2a. Vidimo torej, da imata omenjena prilezna trikotnika antipodna oglisca. Prvega
tvorijo oglisca A’, B in C, drugega pa A, B’ in C'.

S podobnim premislekom na ostalih Stirih prileznih trikotnikih ugotovimo, da lahko vseh Sest
prileznih trikotnikov razvrstimo v tri pare, kjer imata trikotnika v posameznem paru antipodna
oglis¢a. Kot smo bili premislili ze za glavna trikotnika, sta si taka trikotnika skladna.

Sfero smo tako razdelili na osem trikotnikov, ki jih lahko razdelimo v §tiri pare skladnih si
trikotnikov (trije pari prileznih in en par glavnih trikotnikov). Ker vsi trikotniki skupaj pokrivajo
celotno sfero, stirje paroma neskladni trikotniki skupaj pokrivajo polovico sfere. Njihova skupna
povrsina je torej 27 R2.

Izberimo si sedaj poljubnega od prileznih trikotnikov in ga zlepimo z glavnim trikotnikom,
s katerim si deli stranico. Dobimo krhelj sfere (v resnici je poimenovanje krhelj bolj primerno
za trorazsezno telo, ki bi ga dobili pri obravnavi krogle). Krhelj je omejen z dvema glavnima
kroznicama, kot je prikazano na sliki 2b. Ker sta si oglis¢i prileznega in glavnega trikotnika, ki
lezita nasproti stranice, vzdolz katere smo ju zlepili, antipodni, je zlepek res krhelj. Ker sta si
(dokaz je v viru [4, tocka 96]). Zaradi simetrije sfere mora biti odvisnost linearna. Podobno je tudi
ploséina kroznega izseka linearno odvisna od sredisénega kota. Ce bi kroznici oklepali kot 27, bi
povréina krhlja bila kar povrsina celotne sfere, torej 47 R2. Povrsina krhlja, omejenega s kroznicama,
ki oklepata kot ¢, je torej 2¢pR?.

Vrnimo se sedaj na skupino glavnega trikotnika in treh paroma disjunktnih prileznih trikotnikov,
ki skupaj pokrivajo polovico sfere. Naj bodo notranji koti glavnega trikotnika «, £ in . Oznacimo
njegovo povrsino s S(ABC). Skupno povrsino vseh Stirih trikotnikov lahko zapisemo kot

S =2aR? + 26R? + 2yR? — 2S(ABC).

Prvi trije ¢leni so povrsine krhljev, ki jih tvorijo prilezni trikotniki skupaj z glavnim trikotnikom.
A povrsino glavnega trikotnika smo Steli trikrat, v vsakem krhlju enkrat, zato jo moramo dvakrat
odsteti. Vemo, da je skupna povrsina vseh stirih trikotnikov enaka 27 R2. Ce jo vstavimo v zgornjo
enacbo, lahko izrazimo povrsino glavnega trikotnika, ki je

S(ABC) = (a+ B+ — ) R (1)
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(a) Sferna trikotnika ABC' in A’B’C’. Objekti, (b) Sferni krhelj, omejen z dvema glavnima krozni-
oznaceni s sivo barvo, so bodisi znotraj bodisi na cama, ki se vedno sekata v dveh antipodnih tockah.
drugi strani sfere. Slika je vzeta s spletne strani [6].

3.4 Gauss-Bonnetov izrek za sfero

Znano je, da je vsota vseh notranjih kotov ravninskega trikotnika vedno 7. A vsota vseh notranjih
kotov sfernega trikotnika je vedno vecja od 7 (ve¢ lahko bralec najde v viru [4, to¢ki 32]), kot bomo
izpeljali. Razliki med vsoto vseh notranjih kotov trikotnika in 7 pravimo kotni preseZek trikotnika.
Oznacevali ga bomo z ). Za sferni trikotnik ABC' je kotni presezek torej

QAABC)=a++~y—m. (2)

Za ravninske trikotnike je kotni presezek vedno 0, za sferne trikotnike pa vedno pozitivna koli¢ina.
Opazimo lahko, da je izraz za kotni presezek sfernega trikotnika zelo podoben izrazu za njegovo
povriino. Ce v formulo za povrdino sfernega trikotnika (1) vstavimo zvezo (2), dobimo

S(A)

Q(A) - R2

(3)

Kotni presezek sfernega trikotnika in njegova povrSina sta torej medsebojno enoli¢no dolocena.
Vidimo tudi, da je kotni presezek sfernega trikotnika res vedno veéji od 0.

Posplogimo zvezo na sferne veckotnike. Stranice sfernega veckotnika so loki glavnih kroznic.
Kotni presezek trikotnika smo uvedli kot razliko med vsoto vseh njegovih notranjih kotov in 7, saj
je vsota vseh notranjih kotov ravninskega trikotnika ravno w. Za n-kotnik, oznac¢imo ga z N, je
potemtakem smiselno definirati kotni presezek kot razliko med vsoto vseh njegovih notranjih kotov
in (n — 2)m. Pokazali bomo, da sta povrsina sfernega n-kotnika in njegov kotni presezek v enaki
zvezi, kot sta za sferni trikotnik.

Vsak veckotnik lahko razdelimo na trikotnike, ¢e poljubno
njegovo oglisce, a le eno, z diagonalami povezemo z vsemi osta-
limi, kot je prikazano na sliki 3. Trikotnikov je za dva manj od
oglis¢. Povrsina veckotnika je enaka vsoti povrsin vseh njegovih
sestavnih trikotnikov. Vsota vseh notranjih kotov veckotnika je
oc¢itno enaka vsoti vseh notranjih kotov vseh trikotnikov, saj je
vsak notranji kot veckotnika v celoti vsebovan v natanko enem
ali dveh trikotnikih, vsak notranji kot vsakega trikotnika pa je

del nekega notranjega kota veckotnika. Vsota kotnih presezkov Slika 3. Razbitje sfernega veckotnika na
sferne trikotnike. Slika je vzeta iz vira [1,

slika 6].

vseh n — 2 trikotnikov n-kotnika je torej > ., oy — (n — 2)m,
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kjer je a; notranji kot veckotnika ob oglis¢u A;. Vidimo, da
je vsota kotnih presezkov ravno kotni presezek n-kotnika, kot
smo ga uvedli zgoraj. Po enacbi (3) lahko torej zapisemo

QN) =3 QA =3 =" =T

kjer je A; i-ti sestavni trikotnik n-kotnika N, S(N) pa povrsina n-kotnika N.
Zamislimo si sedaj poljubno sklenjeno krivuljo na sferi in jo oznac¢imo s K. Krivulja od sfere

odreze dva dela, natan¢neje topoloska diska, oznac¢imo ju z D; in Dy. Krivuljo lahko z interpolacijo

S(N
o)

Desna stran enacbe v limiti, ko naras¢a n ¢ez vse meje, obstaja, saj povrsina veckotnika konvergira

poljubno natanéno opisemo z veckotnikom. Pokazali smo, da za veckotnik velja zveza Q(N) =

k povrsini manjSega od obeh diskov, zato obstaja tudi leva stran enacbe, s katero lahko definiramo
kotni presezek poljubnega lika na sferi. Za poljuben lik oziroma natanéneje topoloski disk na sferi
lahko torej zapisemo

ap) = ), (@)

kjer je Q(D) kotni presezek diska, S(D) njegova povrsina, R pa polmer krogle. Opazimo lahko, da se

kotni presezek likov na sferi ujema z njihovim prostorskim kotom. Dobljeni izraz je Gauss-Bonnetov
izrek, poenostavljen na primer sfere. Do enakega zakljucka pride tudi vir [1] v enacbi (4).

Pri izpeljavi zveze za sferne trikotnike in veckotnike je bilo naravno razmisljati zgolj o obmocju
znotraj njihovih stranic oziroma lokov, ¢eprav smo vedno imeli dve omejeni obmoc¢ji. Tiho smo pri-
vzemali, da je obmocje znotraj stranic tisto izmed obeh, ki je manjse. A zvezo (4) lahko uporabimo
tudi za vecje od obeh obmo¢ij. Obravnavajmo nek poljuben sferni n-kotnik in oznac¢imo z N manjse
od obmodcij, ki ga n-kotnik odreze od sfere, z N’ pa vecje. Notranji koti N’ se z notranjimi koti N
dopolnjujejo do 27. Kotni presezek veckotnika N’ je torej

n

QIN') =) (27 — Aj) — (n—2),
=1

Q(N') = 2nm — (2:14z —(n— 2)7r> —(n—=2)r — (n—2)m,

i=1
Q(N') =47 — Q(N).

Pokazimo, da nam da Gauss-Bonnetov izrek isti rezultat. Povr§ini notranjega in zunanjega obmocja
veckotnika se seStejeta v povrsino celotne sfere, to je 47 R2. Vstavimo to v zvezo (4):

47R? — S(N) S(N)
ST e TR

kar je pa ravno kotni presezek zunanjega obmocja.

QN

=471 — Q(N),

Gauss-Bonnetov izrek velja torej ne glede na izbiro obmocja, ki nam ga odreze sklenjena krivulja.
Vsota kotnih presezkov dveh topoloskih diskov na sferi, ki se dopolnjujeta do celotne sfere, je vedno
4.

4. Foucaultovo nihalo

Sedaj se lahko posvetimo Foucaultovemu nihalu. Vrtenje nihajne ravnine nihala glede na opa-
zovalca na Zemlji je posledica vrtenja Zemlje, a nihalo ima Se drugo posebnost: v sploSnem ne
opravi celotnega obrata v enem dnevu. Pokazali bomo, da je to posledica ukrivljenosti zemeljskega
gravitacijskega polja.
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4.1 Nihajna ravnina nihala

Nihajna ravnina je ravnina, v kateri nihalo niha. Usmerjenost ravnine bomo dolo¢ili kot smer
njene normale. Postavimo se v lokalni sistem Zemlje, v katerem zivi zemeljski opazovalec nihala.
Privzemimo zaenkrat, da je Zemlja popolna krogla, centrifugalno silo, ki je posledica vrtenja Zemlje,
pa zanemarimo. V razdelku 4.4 bomo na kratko pojasnili, da ti dve poenostavitvi ne spremenita
obnaSanja Foucaultovega nihala. Na nihalo delujejo le sila teze, sila Zice in sila upora. Vse tri
sile lezijo v ravnini, ki jo tvorita normala na povrsino Zemlje in vektor hitrosti nihala v poljubnem
trenutku. To je ravno nihajna ravnina. Dovoljujemo tudi morebitno duSenje v spoju Zice s stropom,
saj tudi sila taksnega dusSenja lezi v nihajni ravnini. Ker so vse sile, ki delujejo na nihalo, v
nihajni ravnini, njihova rezultanta nima komponente, ki bi bila pravokotna na nihajno ravnino,
torej vzporedna normali nanjo. Po prvem Newtonovem zakonu se zato nihalo ne more premakniti
iz svoje prvotne nihajne ravnine, saj ob zac¢etku poskusa niha v njej, nobena sila pa ga ne pospesuje
iz nje. Tu je pomembno tudi, da v lokalnem sistemu sila teze ne spreminja svoje smeri. Normala
na nihajno ravnino se torej ne spreminja in ostaja venomer enaka.

Vrtenje Zemlje okoli svoje osi si lahko predstavljamo kot vrtenje zemeljskega povrsja nad sfero,
ki je nepremicna v zunanjem inercialnem sistemu in je vir gravitacijskega polja. Ta nepremicna sfera
je ekvipotencialna ploskev zemeljskega gravitacijskega polja in se prekriva z zemeljskim povrsjem.
V takem pogledu nosilo nihala, ki je pritrjeno na zemeljsko povrsje, in prebivalci Zemlje v enem
dnevu opravijo pot okoli celotne nepremicéne sfere vzdolz vzporednika, na katerem se nahajajo.
Obnasanje nihajne ravnine lahko opiSemo kot vzporedni premik normale nihajne ravnine po sferi
vzdolz vzporednika. Premik je v lokalnem sistemu vzporeden, saj se normala v njem ne spreminja,
kot smo premislili v prejsnjem odstavku.

Spomnimo se zadnjega odstavka razdelka 2.1. Pri vzporednem premiku vektorja po ploskvi
vzdolz premice na tej ploskvi se kot med vektorjem in premico ne spreminja, spreminja pa se lahko
kot med vektorjem in neko poljubno krivuljo na ploskvi, ¢e vektor vzporedno premikamo vzdolz te
krivulje. Spomnimo se Se glavnih izsledkov razdelka 3.1. Z izjemo ekvatorja vzporedniki niso premice
na sferi. Sedaj postane ocitno, da se bo kot med normalo na nihajno ravnino in vzporednikom
med vrtenjem Zemlje spreminjal. Drugace povedano: nihajna ravnina se vrti glede na opazovalca
v lokalnem koordinatnem sistemu. Izjema je ekvator, ki je sferna premica. Nihajna ravnina se na
ekvatorju ne vrti, saj se kot med normalo nanjo in ekvatorjem pri vzporednem premiku ne spreminja.
Ko bomo govorili o vrtenju nihajne ravnine nihala, bomo vselej imeli v mislih spremembo kota med
njeno normalo in vzporednikom.

Bralec, ki na podlagi dosedanjih izpeljav ze sumi, da je narava vzporednega premika po ploskvi
odvisna od njene ukrivljenosti, lahko ze sklepa, da nihajna ravnina v sploSnem ne opravi celotnega
obrata v enem dnevu. Ukrivljenost Zemlje oziroma njenega gravitacijskega polja je namre¢ zaradi
simetrije sfere povsod enaka, pot, ki jo v enem dnevu prepotuje nihalo vzdolz vzporednika, pa ni.

Omenimo 8e, da se normala na nihajno ravnino v zunanjem inercialnem sistemu spreminja. V
tem sistemu sila teze nenehno spreminja svojo smer, zato se spreminja nihajna ravnina, saj sila teze
vedno lezi v njej.

V naslednjem razdelku bomo postopoma izpeljali zvezo med kotom zasuka nihajne ravnine v
dolo¢enem casovnem obdobju in geografsko Sirino, na kateri se nihalo nahaja.

4.2 Sprehodi po sklenjenih krivuljah

Kot smo prej videli, vsota notranjih kotov sfernega n-kotnika ni (n—2)7 in ni enaka za vse n-kotnike.
Poglejmo, kaj to pomeni za sprehajalca na sferi, ki se sprehaja po sklenjenih krivuljah.

Postavimo se v kozo opazovalca na sferi, ki se sprehaja po poljubnem pozitivno orientiranem
trikotniku ABC'. Trikotnik je orientiran pozitivno, ¢e je njegova notranjost na levi opazovalca, ki
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se sprehaja vzdolz stranic trikotnika v smeri orientacije. Enako je rob poljubnega topoloskega diska
orientiran pozitivno, ¢e je njegova notranjost na levi opazovalca, ki se sprehaja po robu diska vzdolz
njegove orientacije. Ta pojem bomo potrebovali kasneje.

Ker so loki trikotnika deli glavnih kroznic, je za sprehajalca premikanje po loku trikotnika pre-
mikanje po premici, zato mu ni treba zavijati. Sprehajalec mora svojo smer spremeniti le v oglis¢ih
trikotnika, ko prestopi z enega loka na drugega.

Denimo, da zaénemo sprehod v ogliséu A, obrnjeni vzdolz loka ¢ proti ogliséu B (obrnjeni smo
v smeri pozitivne orientacije trikotnika). Bralcu je lahko v pomo¢ slika 2a. Ko prispemo do oglisca
B, se moramo obrniti v levo, to je pozitivna smer, za m — [ radianov. Pot nadaljujemo vzdolz loka
a proti oglis¢u C, dokler ne prispemo tja in se moramo ponovno obrniti v levo, tokrat za m —
radianov. Pot nadaljujemo po loku b proti oglis¢u A. V ogliséu A se obrnemo za m — « radianov v
levo, da kon¢amo sprehod v enakem polozaju in z enako usmeritvijo, ko smo ga zaceli. Skupaj smo
med sprehodom opravili obrat v levo za 3m —« — 8 — v radianov glede na zacetni polozaj. Oznacimo
to razliko s O(AABC). Opozoriti je treba, da je dobljeni rezultat ze modulo 27. Opazimo, da
lahko skupni obrat v levo med potovanjem po sfernem trikotniku zapiSemo s kotnim presezkom.
Ker nismo v zgornji izpeljavi nikjer uporabili dejstva, da je trikotnik sferni, lahko zapiSemo zvezo
kar za poljubni trikotnik A: ©(A) = 27 — Q(A). Opazimo lahko, da je za sprehode po ravninskih
trikotnikih (ravninskih v R?) skupni obrat v levo vedno 2. Iz naslednji izpeljav bo razvidno, da je
skupni obrat pri sprehodih po poljubnih sklenjenih ravninskih krivuljah prav tako 2.

Vrnimo se na sferne like. S povsem enakim razmislekom lahko ugotovimo, da se sprehajalec po
sklenjenem sprehodu po pozitivno orientiranem n-kotniku skupaj obrne za nm — > | A; radianov
v levo, kjer so A; notranji koti veckotnika. Velja torej enaka zveza kot prej: ©(N) = 2w — Q(N).

Sprehodimo se Se po veckotniku, ki nas prej$nji veckotnik dopolnjuje do celotne sfere. Kot prej
ga oznacimo z N'. Pozitivna smer v veckotniku N’ je nasprotna pozitivni smeri v veckotniku N, zato
se moramo sprehoditi v nasprotni smeri kot prej. V oglis¢ih se bomo Se vedno obracali v pozitivno
smer, torej v levo. A v oglis¢u A; se tako ne bomo obrnili za m — A; v levo, temve¢ za A; — 7 v levo
(kota A;—7 in A;+7 sta si po modulu 27 enaka), saj se notranji koti veckotnika N’ z notranjimi koti
veckotnika N dopolnjujejo do 27. Skupni obrat v levo bo po zaklju¢enem sprehodu torej ©(N') =
Q(N) — 2mr = —©(N). Spomnimo se, da se kotna presezka dveh veckotnikov, ki se dopolnjujeta do
celotne sfere, vedno sestejeta v 4. Zapisemo lahko torej O(N') = (47 — Q(N')) — 27 = 27 — Q(N').
Zveza med O(N') in Q(N’) je torej enake oblike kot zveza med ©(N) in Q(N). Izbira notranjega
ali zunanjega obmocja likov ni pomembna.

Poljuben topoloski disk na sferi lahko poljubno natan¢no opisemo z veckotnikom, kot smo to
omenili Ze prej, zato je celoten obrat v levo pri sprehodu po robu diska enak

0(dD) = 21 — (D), (5)

kjer 0D oznacuje rob diska, obe strani pa smo Ze izlimitirali. Desna stran enacbe konvergira, zato
konvergira tudi leva. Rezultat je ze modulo 27. Po Gauss-Bonnetovem izreku za sfero (enacba (4))
pa lahko kotni presezek diska izrazimo z njegovo povrsino, kar nam da

O(OD) = 27 — ng ). (6)

Zadnja zveza skriva v sebi globlji rezultat. Zasuk orientacije pri zaklju¢enem sprehodu po ploskvi
lahko izmeri Ze dovolj natancen geodet ali tabornik, ki o ukrivljenosti svoje ploskve morda ne ve
nicesar. Zgolj na podlagi merjenja zasuka lahko ugotovi ve¢ o globalni obliki svoje ploskve. Ce na
primer njegov zasuk ni enak 2w, gotovo ne zivi na ravni ploskvi.

Omenimo Se, da se spremembi orientacije ob zaklju¢enem sprehodu (adiabatni krozni spremembi)
v fiziki navadno rece geometrijska faza. Primera take faze sta poleg Foucaultovega nihala tudi
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Berryjeva faza in sprememba faze pri pojavu Aharonov—Bohma v kvantni mehaniki. Nekaj vec
primerov je omenjenih v zakljucku ¢lanka.

4.3 Zasuk nihajne ravnine

Izpeljane rezultate bomo sedaj uporabili na nihalu. V enem dnevu opravi prebivalec Zemlje sklenjen
sprehod vzdolz vzporednika. Kot smo izpeljali v razdelku 4.2, bo med sprehodom opravil nek skupni
obrat v levo za kot O, ki ga podaja zveza (6). Normala nihajne ravnine je podvrzena vzporednemu
premiku vzdolz vzporednika, zato se v lokalnem sistemu Zemlje ne spreminja. Prebivalec Zemlje
bo torej opazil spremembo medsebojne orientacije z nihajno ravnino, ki pa jo bo seveda pripisal
sukanju nihajne ravnine nihala in ne samemu sebi. Trdil bo, da se njegova orientacija ni spremenila
in da se je v enem dnevu nihajna ravnina nihala zavrtela za kot © v desno. To je rezultat, ki ga mi
kot prebivalci Zemlje opazimo.

Dolo¢imo sedaj kot O, za katerega se prebivalec obrne v levo v lokalnem sistemu Zemlje pri
sprehodu po vzporedniku. Po formuli (6) je

S(D)
R?

©=0(0D) =2 —

kjer je D disk, ki ga od Zemlje odreze vzporednik, na katerem se nahajamo. Ta disk pa je kar sferni
odsek ali kapica. Sprehajalec se po vzporedniku sprehaja od zahoda proti vzhodu. Na njegovi levi
je disk, ki vsebuje severni geografski pol. V formuli moramo zato uporabiti povrsino tega diska, saj
mora biti sprehod pozitivno orientiran.

Dolociti moramo torej povrsino sfernega odseka severno od vzporednika, dolo¢enega z geografsko
Sirino . Do rezultata pridemo lahko zelo hitro z integralskim racunom:

2r I .
S(p) = /0 /2 R?%cos (0) d6dv = 27 R? sin@‘g = 27R?(1 —sin ). (7)
©

Za juzne geografske Sirine je kot ¢ negativen, formula pa velja v isti obliki. Integrirali smo v
krogelnih koordinatah, azimutni kot meri 19, polarni pa # in ga merimo od ekvatorja, njegov razpon
pa je od —5 do 5. Jacobijeva determinanta je enaka 2 cos 6.

V uvodu ¢lanka je bila obljubljena povsem elementarna izpeljava vseh rezultatov (razen v za-
dnjem razdelku). Izpeljavo povrsine sferne kapice z zgolj elementarno geometrijo lahko bralec najde
v dodatku 6.

Sedaj lahko dolo¢imo kot, za katerega se obrne nihajna ravnina nihala, ki se nahaja na geografski
Sirini . Po formuli (6) je

B 2 R%(1 — sin )

O(p) =2m 7

= 2msin .

V enem dnevu se nihajna ravnina nihala zavrti za kot 27 sin ¢ v desno. Na juzni polobli je geografska
Sirina negativna, zato je tudi kot obrata negativen. To pomeni, da se nihalo v resnici zavrti v levo.
Na severni polobli se vrti v smeri urnega kazalca, na juzni polobli pa v smeri nasproti urnega kazalca.

Zaradi simetrije sfere se mora nihajna ravnina vrteti enakomerno. Za kot zasuka velja torej zveza
oblike O(t, p) = ¢(p)t, kjer je ¢(p) hitrost vrtenja ravnine in je odvisna le od geografske Sirine. Po
enem dnevu mora biti O(1 dan, p) = 27sin ¢ + 2k7, kjer je k celo stevilo. Zaenkrat e ne vemo,
ali naredi nihalo zgolj en obrat ali jih naredi morda ve¢. V prejsnjih rezultatih ¢lena 2k7 nismo
potrebovali, saj nas je zanimal le kot zasuka, ki ga merimo po modulu 27. Ker nas pa sedaj zanima
hitrost vrtenja nihajne ravnine, potrebujemo tudi ta ¢len. Celo stevilo k£ ni odvisno od geografske
Sirine, saj bi sicer kot zasuka pri neki geografski Sirini poskocil za veckratnik 27, to se pa seveda ne
dogaja.
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Ker je ekvator glavna kroznica, se nihajna ravnina tam ne vrti, saj normalo nihajne ravnine
vzporedno premikamo po sferi vzdolz sferne premice. Sledi, da je k enak 0, iz tega pa lahko
zakljuéimo, da je ¢ = 2mwsin - dan~!. Opazovalec nihala na geografski irini ¢ bo torej po casu t
opazil zasuk nihajne ravnine nihala v desno za

27 sin @
Ot,p) = ——T¢
(tp) = =4
radianov. Nihajna ravnina opravi poln obrat v
d
T, = S8
sin @

4.4 Splosne ploskve

7 mocnejsimi orodji iz diferencialne geometrije lahko z enakimi razmisleki dolo¢imo tudi obrat nihala

v enem dnevu na povrSini nekega poljubnega telesa, katerega povrsje je ekvipotencialna ploskev

njegovega gravitacijskega potenciala. Lahko pa razmisljamo o Foucaultovem nihalu na vesoljski

ladji, ki potuje po neki sklenjeni krivulji na ekvipotencialni ploskvi poljubnega gravitacijskega polja.
Lokalni Gauss-Bonnetov izrek za krivo¢rtne veckotnike na poljubni ploskvi se glasi

/m,dt:Zai—(n—2)7r—/ KdA,
g i b

kjer je v enostavno sklenjena naravno parametrizirana odsekoma gladka krivulja na ploskvi, s njena
geodetska ukrivljenost, K Gaussova ukrivljenost ploskve, D topoloski disk, ¢igar rob je krivulja ~, «;
notranji kot krivocrtnega veckotnika ob i-tem oglis¢u, vsota pa tece po vseh kotih. Vrhovi teh kotov
so hkrati natanko tocke, kjer krivulja + ni gladka. Definicijo geodetske ukrivljenosti lahko bralec
najde v viru [5, razdelek IV.]. Trenutno je pomembno le, da je geodetska ukrivljenost geodetskih
krivulj (premic na ploskvi) identi¢no enaka 0. Ve¢ o Gauss-Bonnetovem izreku lahko bralec najde
v viru [2] v poglavju 13, predvsem v 13.1 in 13.2.

Za krivoértne veckotnike, katerih stranice so premice na ploskvi oziroma geodetske krivulje, se

Zai—(n—Q)w:/DKdA,

saj je geodetska ukrivljenost geodetskih krivulj enaka 0. V levi strani zadnje enacbe prepoznamo

zveza poenostavi v

kotni presezek krivocrtnega veckotnika, ki je v splosnem lahko tudi negativen; tedaj se mu rece
kotni primangkljaj. Za krivocrtne veckotnike na poljubni ploskvi lahko torej njihov kotni presezek
dolo¢imo kot

(D) = /D KdA.

Za povsod gladko krivuljo «, ki izpolnjuje Se vse ostale pogoje lokalnega Gauss-Bonnetovega
izreka iz predprejSnjega odstavka, se zveza izreka poenostavi v

//i,ydt:27r—/ KdA,
0 D

saj ima povsod gladka krivulja n = 0 ogli§¢ oziroma kolen. Ce podobno kot prej tako krivuljo
interpoliramo s krivo¢rtnim veckotnikom, katerega stranice so geodetske krivulje, in Stevilo oglis¢
posljemo proti neskon¢nosti, dobimo izraz za kotni presezek obmocja, ki ga omejuje enostavno
sklenjena naravno parametrizirana povsod gladka krivulja ~:

Q(D) = /D KdA =27 — / Kyt
ol
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Naj bo sedaj D nek poljuben topoloski disk, ¢igar rob je enostavno sklenjena krivulja -, ki ni
nujno povsod gladka, temveé zgolj odsekoma gladka. Ce krivuljo v naravno parametriziramo, je po
zgornjem premisleku kotni presezek diska D smiselno definirati kot

Q(D):Zai—(n—z)w—/mdt:/DKdA,

kjer je «; notranji kot diska ob i-tem oglis¢u, vsota pa tete po vseh njegovih ogliséih. V formuli
od 27 odstejemo vsoto notranjih kotov ob robu diska in integral geodetske ukrivljenosti roba po
samemu sebi. Zadnja enakost velja po Gauss-Bonnetovem izreku.

Nas premislek v razdelku 4.2 o povezavi med kotnim presezkom obmocja in skupnim obratom,
ki ga dozivi sprehajalec ob sprehodu po robu tega obmocja, ni bil vezan na sfero. Zveza (5) ve-
lja potemtakem tudi v splosnem primeru. Po Gauss-Bonnetovem izreku lahko torej skupni obrat
Foucaultovega nihala v desno glede na opazovalca na ploskvi dolo¢imo kot

O(D) =2m / KdA,
D

kjer je D obmocje, ki ga od ploskve z Gaussovo ukrivljenostjo K odreze krivulja, vzdolz katere se
opazovalec skupaj s ploskvijo vrti (skladno z virom [3, trditev 3 na strani 11]). Rezultat nam pravi,
da je zasuk nihajne ravnine odvisen zgolj in povsem od geometrijskih lastnosti poskusa. Dolocen je
s povprecno ukrivljenostjo dela ekvipotencialne ploskve gravitacijskega polja, zaobjetega s sklenjeno
krivuljo. Gaussova ukrivljenost sfere je povsod R™2, zato zgornji izraz na sferi postane enacba (6).

Sedaj lahko utemeljimo Se, da nasa predpostavka v razdelku 4.3, da je Zemlja popolna krogla
in da na nihalo centrifugalna sila v lokalnem sistemu ne deluje, ni bila zares potrebna, skladno
tudi z virom [1, Appendix: the effect of the centrifugal force]. Ker je Zemlja splos¢ena ob polih
prav zaradi svojega vrtenja, je vsota sile teze in sistemske centrifugalne sile na nihalo pravokotna
na povrsje splosc¢ene Zemlje. Povrsje Zemlje je ekvipotencialna ploskev efektivnega gravitacijskega
potenciala, to je vsota gravitacijskega in centrifugalnega potenciala. Vsi ostali fizikalni premisleki se
ohranijo, kot, za katerega se nihajna ravnina zavrti, pa lahko dobimo z zgornjo zvezo, ¢e dovolj dobro
poznamo pravo ukrivljenost Zemlje oz. njenega efektivnega potenciala. Posebej je treba poudariti
tudi, da terenske znacilnosti Zemlje, kot so gorovja in nizavja, zgolj Sibko vplivajo na ukrivljenost
gravitacijskega potenciala. Pri ra¢unanju povprecne ukrivljenosti nekega obmocja Zemlje jih je tako
ne le lazje, temvec tudi pravilneje zanemariti.

5. Zakljucek

Z uporabo elementarne matematike in fizike smo izpeljali, da je kot, za katerega se v enem dnevu
obrne nihajna ravnina Foucaultovega nihala, odvisen le geometrije Zemlje oziroma natancéneje nje-
nega gravitacijskega polja; Se natanc¢neje, od ukrivljenosti polja. Pokazali smo, da je obrat nihajne
ravnine glede na opazovalca na geografski sirini ¢ podan z zvezo O(t,p) = %t, kjer opazujemo
kot zasuka glede na trenutek ¢ = 0. Z Gauss-Bonnetovim izrekom iz diferencialne geometrije smo
nato nakazali Se, da je obrat nihajne ravnine tudi v sploSnem odvisen le od geometrije gravitacijskega
potenciala, v katerem se nihalo nahaja.

Na podobne spremembe faz iz geometrijskih razlogov naletimo tudi drugje v fiziki. Ob zvezi (6)
sta omenjeni Barryjeva faza in Aharonov—Bohmov pojav. Omenimo pa lahko Se pojav v optiki, kjer
se polarizacija svetlobe pri poti skozi navito opti¢no vlakno spremeni na podlagi ukrivljenosti vlakna.
Ce vlakno opise ravninsko krivuljo, se polarizacija svetlobe ne spremeni, za prostorsko navito vlakno
pa v splosnem se. Ve¢ o tem lahko bralec najde v viru [1, razdelek IV.]. Poznamo tudi fizikalne
pojave, ki izvirajo iz abstraktnejsih topoloskih lastnosti, na primer opis kvantnega Hallovega pojava
s Chernovimi stevili. Raziskovanja teh pojavov pa se bo moral bralec lotiti povsem sam.
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Slika 4. Skica pravokotne projekcije sfere s polmerom R na valj s polmerom R in visino 2R. Valj stoji na svoji osnovni
ploskvi. Slika 4a je v stranskem risu, slika 4b pa v tlorisu.

pi B /
d . AP
/ a, d,
p2 A / C
no B
R r \:‘\Q:
B S
(a) Presek valja in sfere v stranskem risu. Prikazana rav- (b) Presek valja in sfere v tlorisu. Prikazana ravnina je na
nina vsebuje sredisce sfere. visini h nad sredisc¢em sfere, kjer je visina h prikazana na

sliki 4a.

6. Dodatek: elementarna izpeljava povrsine sferne kapice

Pokazali bomo elementarno izpeljavo rezultata (7). Sledili bomo dokazu Arhimeda. Zaprimo sfero v
valj, ki se ji tesno prilega. Ce je polmer sfere R, je polmer valja R, njegova visina pa 2R. Pokazimo,
da projekcija sfere na plas¢ valja v radialni smeri valja (ne sfere!) ohranja povrsino. Izrezimo iz
sfere ozek pas tako, da rezemo vzporedno z osnovno ploskvijo valja, in si oglejmo njegovo projekcijo
na valj. Bralcu je lahko v pomo¢ skica 4a. Smer projekcije je prikazana s prekinjenima ¢rtama pq
in po.

Dolzina kroznega loka med tockama A in D je priblizno dolzina hipotenuze v pravokotnem
trikotniku ABC' s pravim kotom v ogliséu C. Manjsi kot je sredis¢ni kot pod lokom, natanénejsi je
priblizek. Za neskonéno ozke pasove postane primerjava to¢na. Iz geometrije konstrukcije vidimo,
da je kot <CAB enak § — a, saj je kot <SAB pravi, ker je daljica AB tangentna na sfero v tocki
A. Pri pravokotni projekciji bomo pas sfere Sirine [ preslikali v pas na valju Sirine d. Trikotnika
ABC in SAF se ujemata v kotih, zato sta si podobna. O¢itno je % = 5

Projekcija pasu na valj se torej skréi v navpicni smeri, se pa razsiri v srediséni smeri, kot lahko
vidimo na skici 4b. Lok AB lezi na sferi, lok C'D pa na valju. Polmer pasu sfere je r, polmer valja

pa R. Ocitno je % = g Projekcija pasu sfere na valj je v navpi¢ni smeri skréena za faktor % v

radialni smeri pa je za isti faktor raztegnjena. Ucinka se iznicita, zato se povrsina ohranja.
Povrsino sfernega odseka lahko sedaj dolo¢imo kot povrsino njegove projekcije na valj. Na skici
4a kot a predstavlja geografsko girino. Sferni odsek med toc¢ko A in polom se projicira na pas Sirine

d= R — h = R — Rsina. Povrsina sfernega odseka je torej
S(a) = 27R (R — Rsina) = 2rR*(1 —sina),
kar se ujema z rezultatom (7).
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