TOPOLOSKA SVETOLOBA
URBAN OGRINEC

Fakulteta za matematiko in fiziko
Univerza v Ljubljani

Clanek opisuje obnasanje fotonov v topologko netrivialnih materialnih kot analogijo elektronom v topologkih
izolatorjih. V prvem teoreti¢nem delu je razlozenih nekaj pojmov povezanih z opisom in razumevanjem topoloske
svetlobe: uvedem Blochova stanja Berryjevo fazo in ukrivljenost, ki posplo§ujeta pojem magnetnega potenciala in
pretoka na poljubno mnogoterost, Chernovo Stevilo, opisan pa je tudi vpliv simetrij na 2D in 3D topoloske faze.
Drugi del ¢lanka pa je namenjen aplikacijam na osnovi topoloskega vodenja in kontrole svetlobnih tokov, predvsem
na mikroskali, in opisu izbranih eksperimentov.

TOPOLOGICAL PHOTONICS

The article describes the behaviour of photons in topologically nontrivial materials by way of analogy with electrons
in topological insulators. In the first theoretical part some key notions regarding understanding of topological light
are explained e.g. Bloch states, Berry phase and Berry curvature, the latter two generalizing the concept of vector
magnetic potential and flux through an arbitrary manifold, respectively. Furthermore, Chern invariant is defined
together with an influence symmetries have on 2D and 3D topological phases. The second part of the article is
dedicated upon applications regarding guidance and control of topological light, in particular on a microscale. In the
end discussion touches upon some selected experiments in the field.

1. Uvod

Topologija je veja matematike, ki se ukvarja z invariantami, ohranjenimi pri zveznih deformacijah.
Nedavno je odprla Stevilna nova vprasanja v fotoniki. S pomocjo skrbno ustvarjenih topologij lahko
pripravimo svetlobo k potovanju le v eni smeri, tj. brez sipanja nazaj [1, 2].

Topoloska svetloba je torej hitro razvijajoce se podro¢je v znanosti, ki izkoris¢a geometri¢ne in
topoloske ideje za nadzor obnaSanja svetlobe. Podrocje se je zacelo s Studijami na podrocju fizike
elektronskih stanj v kondenzirani snovi, kot je odkritje celostevilskega kvantnega Hallovega pojava
leta 1980 [3]. Tu ima 2D elektronski plin ob prisotnosti pravokotnega magnetnega polja Hallovo
prevodnost neodvisno od magnetnega polja in enako celostevilskemu mnogokratniku osnovnega
pretoka o = e2/h, slednji je povezan s topolosko invarianto sistema, Chernovim stevilom13, ki
opisuje globalno strukturo valovnih funkcij v momentnem prostoru v Brillouinovi coni [4].

Pomemben vpogled v fizikalni pomen topologkih invariant ponuja prostornina-rob korespon-
denca, kjer na robu dveh stikajoc¢ih se materialov z razlicnima invariantama nujno obstajajo robna
stanja z energijami, ki ustrezajo energijski rezi prostornin materialov.

Haldane in Raghu sta leta 2008 [5] naredila kljuéno opazko, da so topoloski pasovi znacilna la-
stnost valovanja v periodi¢nem potencialu, ne glede na klasi¢no ali kvantno naravo valov. Opazovala
sta mikrovalovanje v 2D prostorsko-periodi¢nem materialu s elementi, ki krsijo ¢asovno simetrijo,
s Cimer sta si zagotovila topologko netrivialnost. Taksni fotonski sistemi dopuscajo robna stanja s
frekvencami znotraj pasovne reze.

Danes si raziskovalci prizadevajo odkriti nove topoloske modele in zgornji model uresni¢iti v
opticni domeni. Najveéji izziv je odsotnost velikih magneto-opti¢nih odzivov pri opticnih frekvencah.
Nagin, da se temu izognemo, so notranje prostorske stopnje fotonov (preudospin) in, da is¢emo
analogijo kvantnemu spinskemu Hallovemu sistemu (ni krsitve ¢asovne simetrije, a vsak pseudospin!
¢uti umetno magnetno polje 3.2, 3.3) [6]. Druga pot je, da uporabimo ¢asovno modulacijo, kar naredi
efektivno ¢asovno neodvisni Hamiltonijan, ki krsi ¢asovno simetrijo 3.3 [7]. Zadnji nacin so topoloske
¢rpalke [8], ki v ¢lanku ne bodo obravnavane.

kvantna prostostna stopnja analogna spinu elektrona
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V tem clanku so predstavljeni izbrani teoreticni pojmi povezani s topolosko svetlobo: Berryjeva
faza, topoloski fazni prehod, ¢asovna in prostorska simetrija, Chernovo stevilo, 2D in 3D pasovne
degeneracije; kot tudi aplikacije v obliki sklopljenih resonatorjev, bianizotropi¢nih metamaterialov,
kvazikristalov in giromagnetnih kristalov.

2. Osnove o topologiji svetlobnih polj

2.1 Blochova stanja

Da razumemo disperzijske pasove v topoloskih fazah, si najprej oglejmo, kako nastanejo.

Oglejmo si enodeléni Hamiltonijan H (r, p), kjer sta r in p operatorja lege in gibalne koli¢ine. Ob
predpostavki, da je Hamiltonijan prostorsko periodi¢en H (r + a;,p) = H(r,p), kjer so a; primitivni
vektorji kristalne mreze, se lahko sistem opise s Blochovimi stanji ¥,, x = exp(ik - r)u, k(r), kjer je
n indeks pasu, k pa moment znotraj 1. Briullinove cone. Blochova stanja so periodi¢na z enako
periodo in so lastna stanja Blochovega Hamiltonijana

Hy = exp(—ik -r)H(r,p) exp(ik - r), (1)

namrec,

Hkun,k(r) =E, (k)un,k(r)7 (2)

kjer je F,(k) disperzijska energija n-tega pasu. Medtem ko je fizika energijskih pasov zaobjeta delno
v disperzijski relaciji Fy,(k), je pomembna tudi geometricna lastnost, kako se Blochova lastna stanja
spreminjajo kot funkcija k. Kasneje bomo videli, da je ta geometrija lastnih stanj zakodirana v
Berryjevi fazi.

2.2 Chernovo Stevilo

V tem podpoglavju je predstavljen Gauss-Bonnetov izrek kot lahko predstavljiv si primer izra¢una
invariante ploskve iz ukrivljenosti. V nadaljevanju so uvedene Berryjeva faza, povezava in ukrivlje-
nost, ki vodijo do definicije Chernovega stevila, invariante, ki klasificira topoloske materiale.

Sklenjena ploskev se lahko gladko deformira v razlicne oblike brez rezanja ali lepljenja. Gaus-
Bonnetov izrek 3, ki povezuje geometrijo in topologijo, trdi, da je totalna Gausova ukrivljenost
(produkt glavnih ukrivljenosti) pri 2D sklenjeni ploskvi vedno celo stevilo — genus

1

5 KdA=2(1-g)=x (3)

ploskev

kjer je x Eulerjeva karakteristika. Vsaka orientabilna sklenjena ploskev je topolosko ekvivalentna
sferi z nekaj prilepljenimi rocaji, g steje te rocaje. Ce upogibamo in deformiramo ploskev, se
Fulerjeva karakteristika, topoloska invarianta, ne spremeni, medtem ko pa ukrivljenost se. Izrek
trdi, presenetljivo, da integral celotne ukrivljenosti ostane enak, ne glede na deformacijo. Za primer
uporabe si oglejmo torus s x = 0, tako da mora biti celotna ukrivljenost ni¢elna. Ce predstavimo
torus kot kvadrat z identificiranimi stranicami, je to takoj o¢itno. Najenostavnejsi primer izreka je,
da je vsota kotov v trikotniku enaka 180°. Kasneje v tem poglavju definiramo Chernovo invarianto,
ki je prav tako integral Berryeve ukrivljenosti.

Berryjeva faza se pojavi v cikli¢ni adiabatni spremembi. Imamo Hamiltonijan H(R), ki je
odvisen od vektorskega parametra R(t), ki se spreminja s ¢asom t. Ce n-ta lastna vrednost E,(R)
ostane nedegenerirana povsod vzdolz poti in je spreminjanje s casom zadosti po¢asno, sistem zacensi
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v lastnem stanju |n(R(0))) ostane v trenutnem lastnem stanju |n(R(t))) Hamiltonijana H(R(t))
do faze natanc¢no. Faza stanja ob Casu t se lahko zapiSe kot

f At En (R(E
hfo n(R(t"))

(1)) = e Pe In(R(t))) , (4)

kjer prvi eksponentni faktor predstavlja geometricno fazo, =, je Berryjeva faza, drugi faktor pa

dinamiéno fazo. |V, (t)) mora zadoscati ¢asovno-odvisni Schrédigerjevi enacbi

d

i7y 1¥n(t)) = H(R(1)) [Vn(t)) ()

kamor vstavimo nastavek (4) in dobimo

(S ) 0 jt”> 0. (6)

Berryevo fazo izpeljemo torej kot

' t d . R(t)
Vo = Z/ dt’ (n(R(t))| — [n(R(t"))) = Z/ dR (n(R)| Vg [n(R)) (7)
0 dt R(0)
kar kaze na to, da je Berryjeva faza odvisna le od poti v parametri¢cnem prostoru in ne od hitrosti,
s katero s parametri spreminjajo. V primeru sklenjene poti C, R(T') = R(0), je Berryjeva faza

o =i b AR (n(R)] Vi n(R)). ®)
C

Na tem mestu omenimo paralelni transport. Ce lastnemu stanju pripisemo tako poljubno fazo

n(R)) — M [n(R)), da je .
T In) =0, 9)
imamo iz (6)
T = 0. (10)

Berryjeva faza je torej nicelna v t.i. inercialnem sistemu, pogoj (9) pa pomeni paralelni transport.

Ceprav se lahko Berryjevo fazo definira v splosnem parametriénem prostoru, se v nasi razpravi
omejimo primer, ko so parametri komponente valovnega vektorja k znotraj 1. Brilluinove cone.
Definiramo Berryjevo povezavo kot

A(k) = (u(k)|iVi |u(k)) . (11)

Definicija Blochovih stanj ne doloci celotne faze u, x, zato je lahko svobodno dolocena. Pri
umeritveni transformaciji 2 u(k) — exp(i¢(k))u(k), Berryjeva povezava ni umeritveno invariantna
in se transformira kot A,,(k) — A, (k) —Vix(k). Vendar enoli¢nost exp(ix(k)) na zacetku in koncu
poti zahteva, da je Berryjeva faza za sklenjeno pot umeritveno invariantna modulo 27. Dodatno: iz
umeritveno odvisne Berryjeve povezave A (k) lahko skonstuiramo umeritveno invariantno Berryjevo
ukrivljenost?, ki ima v treh dimenzijah pseudovektorsko obliko:

F(k) =V, X An(k), (12)

2Umeritev je matematicni formalizem za regulacijo odveénih prostostnih stopenj na primer faza valovne funkcije
(u(k) — exp(ip(k))u(k)). Transformacije med moznimi umeritvami so zaobjete v simetrijskih grupah (npr. U(1)).
Za vsako umeritev dobimo ustrezno vektorsko polje (npr. A(r)), ki vsaki tocki prostora izbere odveéno prostostno
stopnjo (fazo).

3V splosnem je Berryjeva ukrivljenost antisimetriéni tenzor 2. ranga, ki je iz Berryjeve povezave dobljen z

0 .
Fn“LW(R) = 7An,,,(R) An,M(R) ali Fj = EjklakAl = fIme]-kl (8kn\8m)

ORH AR~
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ki v sebi skriva geometrijske lastnosti n-tega pasu. Ceprav je Berryjeva ukrivljenost umeritveno
invariantna koli¢ina, ki je zvezno definirana ¢ez vso Brilluinovo cono, sama faza Blochovih stanj ne
more biti vedno izbrana tako, da je zvezna. Ali je to mogoce narediti ali ne, je odvisno od vrednosti

topoloske invariante pasu, Chernovega stevila, definiranega kot integral ¢ez 2D 1. Brilluinovo cono?:
-1 Fay-as (13)
a 2 BC '

Ce lahko definiramo fazo Blochovih stanj, in zato Berryjevo povezavo, zvezno preko vse Brilluinove
cone, je direktna posledica definicije Berryjeve ukrivljenosti (12) in Stokesovega izreka, da je Cher-
novo §tevilo nujno ni¢. Nasprotno, iz nenic¢elnega Chernovega Stevila sledi, da Blochovo stanje in
zato Berryjeva povezava A, (k) ne moreta biti zvezno definirana.

Chernovo stevilo zavzame vedno le celostevilske vrednosti. Za dokaz, razdelimo integracijsko
domeno enacbe (13) v dve regiji S in S’. Znotraj S izberemo zvezno umeritev za Blochovo stanje,
kar da Berryjevo povezavo Ay (k). Podobno znotraj S’ izberemo zvezno umeritev, kar da tokrat
Berryjevo povezavo Al (k). Z upostevanjem, da se 1. Brilluinova cona lahko predstavi kot torus
(periodi¢ni robni pogoji), lahko uporabimo Stokesov izrek znotraj S in S’ ter napisemo Chernovo
stevilo kot potni integral vzdolZ skupne meje 0S = —95’,

Cp = = /SF(k)dAJr;//F(k)dA

o T
L dar An) 17£d Al (k)
—_ r- - T -
21 Jas " T Jas "
1

_ A
—QW(V 7,

kjer sta v in 4/ Berryjevi fazi vzdolz 0S. Ker sta Berryjevi fazi izracunani vzdolz iste poti,
morata biti kongruentni modulo 2x. Sledi, da je Chernovo stevilo C), celostevilsko.

® meri lokalno spremembo faze valovne funkcije v

Ce ponovimo: Berry povezava (connection)
momentnem prostoru. Podobno kot vektorski potencial in Aharonov-Bohmova faza sta tudi Ber-
ryjeva povezava in faza umeritveno odvisni. Faza in pretok sta povezani preko Stokesovega izreka.
Integracija Berryjeve ukrivljenosti preko torusa da topolosko invarianto Chernovo S§tevilo, ki da
stevilo monopolov.5

Vsota Chernovih stevil ¢ez vse pasove je nic¢ [9].

Tabela 1 nasteje definicije Berryjeve ukrivljenosti in toka v primerjavi s magnetnim poljem in

pretokov v realnem prostoru.

4enoliéno doloGena primitivna celica reciproénega prostora,ki se zaradi periodiénih robnih pogojev predstavi s
torusom

Sprimer povezave bi bila tudi Levi-Civita povezava, ki pove npr. kdaj tangentni vektor v eni toc¢ki npr. na sferi
paralelno transportiramo v drugo.

5Monopole si lahko predstavljamo na naslednji nacin. Ce bi imeli vsi delci celostevilski veckratnik osnovnega
nabojaeo, tuljavice iz Aharon-Bohmovega pojava z magnetnim pretokom 27 /e ne bi ustvarile dodatne faze, saj bi bil
fazni faktor za vsak nabit delec ™ = 1. Taka tuljavica bi bila nerazlo¢ljiva od monopola. Drugié: tockast magneti
naboj ima magnetno polje gm /r?. Ker je V - B = 0 povsod, razen v izhodiscu r = 0, lokalno lahko vedno definiramo
vektorski potencial tako, da je A = V X B. Vendar A ne moremo definirati globalno, saj je divergenca magnetnega
polja sorazmerna Diracovi delta funkciji v izhodis¢u. Definiramo vektorski potencial na severni in juzni hemisferi,
na ekvatorju se definiciji ujemata, vendar razlikujeta za umeritveno transformacijo. Faza elektricnega naboja ge, ki
obkrozi ekvator je sorazmerna gegm. Ce maksimalno razsirimo definicijo A iz juzne hemisfere, je A definirana povsod
razen na poltraku, Diracovi struni, iz izhodis¢a skozi severni pol. Njen efekt je na valovno funkcijo je analogen uéinku
tuljave v Aharon-Bohmovemu pojavu. Diracova struna povezuje monopole in antimonopole nasprotnih magnetnih
nabojev. Vektorski potencial ne more biti definiran na Diracovi stuni. Iz zahteve, da pozicija Diracove strune ni
opazljivka, sledi Diracovo kvantizacijsko pravilo: produkt geq,, = 27mn, n € N.
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Vektorski potencial A(r) A(k) = (u(k)| iVx |u(k)) | Berryjeva povezava (connection)
Aharon-Bohmova faza $A(r)-dl ¢ A(k) - dl Berryjeva faza
Magnetno polje B(r) = Vi X A(r) F(k) = Vi x A(k) Berryjeva ukrivljenost
Magnetni pretok /I B(r) - dS I] F(k)-dS Berryjev pretok
Magnetni monopoli | # = % B(r)-dS| C= o ¢p F (k) - dS Chernovo $tevilo
i

Tabela 1. Tabela definicij fizikalnih koli¢in in njihovih analogij v reciproénem prostoru [10].

2.2.1 Spinor v magnetnem polju

V tem podpoglavju je predstavljen primer izracuna Chernovega Stevila:
Hamiltonijan za spin-1/2 v magnetnem polju, ki se zapise kot

H = po - B, (14)

kjer o oznacuje Paulijeve matrike, ;1 magnetni moment in B magnetno polje. V treh dimenzijah
lastna stanja pri energijah £uB za lastnimi vektorji

0 . 0 .
sin<2> e~ cos<2 e~
lu_) = . (15)

0 5 |U+> = 4]
—cos| = sin| =
(2) :)

Oglejmo si stanje |u_). Berryjeva povezava je izracuna kot Ay = (ulidpu) = 0, Ag = (ulidgu) =

0 1 ,
sin? ) Berryjeva ukrivljenost je Fyg = OgAy — 0pAp = §sin(9). Ce bi uporabili drugac¢no

, 0
umeritev s mnozenje |u_) z ', bi bila Berryjeva povezava Ay = 0 in Ay =— cos? (2>, medtem

ko bi Berryjeva ukrivljenost ostala enaka. To je skladno z zakljuckom, da je Berryjeva povezava
umeritveno odvisna, Berryjeva ukrivljenost pa ne. Berryjeva ukrivljenost na prostorski kot je F9¢ =

Fyg/sin(f) = 3 Berryjeva faza, ki ustreza katerikoli poti na enotski sferi S? v magnetnopojskemu

prostoru, je polovica prostorskega kota, ki ga opisSe pot. Integral Berryjeve ukrivljenosti ¢ez celotno
sfero je zato to¢no 2m. Sledi, da je Chernovo stevilo C' = 1.

2.2.2 Berryjeva ukrivljenost iz perturbacijske teorije

Ugotovili smo, da se Berryjeva ukrivljenost lahko zapise kot

Fj = —Imejp (Oxn|Om) (16)
F™ = —Im Z <Vn’n'> X <n"Vn>. (17)
n'#n

(n'|Vn) se izracuna iz

H(R)|n) = Ey |n) (18)
(VH)|n) + H|Vn) = (VEy,)|n) + E,[Vn) (19)
(n'| VH n) + (0| H|Vn) = E, (n'|Vn) (20)
(/| vy = LTI (1)

Z uporabo (17) dobimo

_Im Z (n|VH |n') x (0| VH |n)

n'#n En - En/)Q ’
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kar je manifestno umeritveno invariantno.
Ce sestejemo po vseh stanjih

n n| VH|n n'|VH|n
Sy S .

n| VH |n n'|VH|n n'|VH|n n|VH|n/
*—ImZZH [n) X (r] (E|n>—+E<n/)’2 [n) X (n| )

n n/<n

=0, (25)

kar da

S 7€) = /5 SOFO(R)AS = 0, (26)

kjer je S vsaka ploskev z robom S. Enacba (26) v reciprotnem prostoru pomeni, da je vsota
Chernovih stevil ¢ez vse pasove enaka 0.

2.3 Topoloski fazni prehod

V tem podpoglavju je opisano, kako preko stika dveh topolosko razliénih materialov dobimo eno-
smerno svetlobo.

Materiali, ki imajo enako topologko invarianto so topolosko ekvivalentni’ tj. so v isti topologki
fazi, imajo enako Stevilo lukenj. Topoloski fazni prehod se torej zgodi, ko se ustvarijo ali odstranijo
luknje. Topologije materialov v fotoniki so definirane s disperzijskimi pasovi v recipro¢nem prostoru.
Topoloska invarianta 2D disperzijskih pasov® je Chernovo stevilo, merilo za kolektivno obnaganje
valovnih funkcij v pasu. Potem, ko je fizikalna koli¢ina zapisana s topolosko invarianto, se lahko ob
zveznih perturbacijah spreminja le diskretno.

Opti¢na ogledala odbijajo dolo¢eno svetlobo zaradi pomanjkanja prostih stanj v zrcalu. Podobno
je s energijskimi rezami v izolatorju, ki ne prevajajo frekvenc, ki jih pokrije reza. Splo§no pravilo:
vsota Chernovih stevil disperzijskih pasov pod frekvenco reze (celotno stevilo zavojev in odvojev
(twists and untwists) sistema) doloc¢a topologijo. Prav tako je vsota Chernovih Stevil ¢ez vse pasove
enaka ni¢: ) C, = 0. Obicajna zrcala kot so zrak (totalni odboj), prevodna kovina in Braggovi
reflektorji (dielektricna zrcala z naparjenimi dielektri¢nimi sloji razliéni debelin, ki delujejo kot
specificna odbojnost za razliécne valovne dolzine) imajo ni¢elno Chernovo $tevilo, kar jih naredi
topologko trivialne. Zanimivo postane na robu topolosko razliénih zrcal. Ce imata oba materiala
frekvencna pasova nic¢elno invarianto, se lahko direktno povezeta preko stika, brez da bi zaprla
frekvenéno rezo (band gap). V kolikor pa sta topolosko ekvivalenta, topologija ne dovoli, da bi
se zrcala povezala direktno, povezava je mozna le preko zaprtja frekvencéne reze, nevtralizacije
Chernovega Stevila in ponovnega odprtja reze 1 a. To je topoloski fazni prehod, ki zagotavlja
brezrezne robne nacine (gapless frequency interfacial states). Recemo, da je obstoj le-teh zasciten
s topologijami pasov. V splosnem je Stevilo brezreznih robnih nacinov enako razliki topoloskih
invariant preko stika - bulk-edge correspondence, ki je bil razvit na podlagi indeksnega izreka (index
theorem).

Topolosko zas¢ito robnih valovnih vodnikov je mozno razumeti tudi v recipro¢nem prostoru. V
razdelku ¢ na 1 vidimo levo obi¢ajno disperzijo nepovezano s prostorninskimi (bulk) pasovi in je
lahko zvezno prenesena iz frekvencne reze v prostorninske pasove. Na desni pa brezrezna disperzija

"Topologko ekvivalentna telesa so tista, ki jih lahko z gnetenjem preoblikujemo druga v drugo, ne pa tudi z rezanjem
ali lepljenjem.

8Podobno kot se v kovini enodeléne elektronske valovne funkcije na posameznih ionih zaradi majhne medmrezne
razdalje za¢nejo prekrivati in tvorjio pasove z dovoljenimi k zaradi periodi¢nosti.
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Ni faznega prehoda, navadni valovni vodnik Fazni prehod se zgodi zzaprtjem reze

Frekvencna reza

bwL—
e oo

Disperzijski pasovi Disperzijski pasovi

-

Topolosko zas¢itena brezrezna, enosmerna robna stanja

Slika 1. Topoloski fazni prehodi. a dva valovna vodnika iz zrcal z razliénimi/enakimi topologijami, b frekven¢ni pasovi
razli¢nih topologij ne morejo preiti drug v drugega brez zaprtja frekvencne reze, ¢ robna stanja se povezujejo razlicno
s prostorninskimi (bulk) pasovi odvisno od topologije pasov. AC je sprememba Chernovega Stevila med bulk pasovi
desno in levo od valovnega vodnika. Velikost AC meri tevilo brezreznih (gapless) robnih na¢inov, predznak pa smer
propagacije.
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povezuje frekvencna pasova nad in pod rezo. Ne more biti prenesena iz reze s spreminjanjem robnih
zakljucitev (edge terminations).

Enosmerna propagacija zaS¢itenih valovnih nac¢inov je vidna iz strmine (grupne hitrosti) dis-
perzij. Obicajni valovni na¢in vsebuje obojesmerne nacine, saj se siplje na necisto¢ah. Nasprotno
pa so topolosko zas¢iteni nacini enosmerni, kar omogoca potovanje svetlobe okoli necisto¢ s skoraj
popolno transmisivnostjo.

2.4 Casovna simetrija

Simetrije so kljuéne pri ugotavljanju topoloskih faz sistemov. Na primer, kvantni Hallov pojav
zahteva krsitev ¢asovne simetrije (time-reversal (TR)), po drugi strani pa je TR zas¢itena pri 2D
topoloskih izolatorjih ali kvantnemu spinskemu Hallovemu efektu in dovoljuje hkratni obstoj na-
sprotno propagirajoc¢ih se spin-polariziranih? robnih stanj. Ti sistemi imajo robustna robna stanja,
ki so topolosko zascitena le ob prisotnosti ustreznih simetrij.

Transformacija ¢asovnega obrata T : ¢ — —t je osnovna lastnost fizikalnih sistemov. Ti se
obnasajo razliéno odvisno od tega, ali so ali niso invariantni na obrat ¢asa. Znani primer neinvari-
antnosti je gibanje delca v magnetnem polju: ob obratu ¢asa delec ne bo Sel nazaj po isti poti. V
tem podpoglavju bo predstavljena casovna simetrija spinskih in brezspinskih delcev. V prisotnosti
TR velja [H,T] = 0, kar pomeni, da sta |¥) in T |¥) hkrati lastna stanja. V veliko primerih je
|¥) = T |W¥), ampak zanimive stvari se zgodijo, ko sta stanji razliécni — to pa je ravno razlika med
celo- in polcelostevilskimi spinskimi delci.

Primera delcev s celim in polcelim spinom sta foton in elektron. Foton je nevtralen, neohranjajo¢
se, neinteragirajo¢ spin-1 boson, podrejen Maxwellovim enacbam, medtem ko je elektron nabit,
ohranjajoc se, interagirajo¢ spin-1/2 fermion, ki zados¢a Schrodigerjevi enacbi. Podobno kot slednja
se dajo tudi Maxwellove enacbe v primeru, da ni absorbcije v mediju, prepisati v posplosSen lastni

problem:
. 0 Vx| |E e x| |E
p— 2
evxoo H] w[x* u] [H] &)
10
kjer je e = e in uf = p in je y bianizotropija'l, ki je natanéneje razlozena v podpoglaviju 3.2
Antiunitarni'? ¢asovni operator T je podan:
1 0
ro) Ok o
Ce je poleg €l = ¢, uf = puin x = —x*, je sistem T-invarianten, ker pomeni, da velja:
€ X| -1 € X
T T = . 29
[x* M] [XT u] (29)
Rotacija spina za 27 je enako kot delovanje z T2. Fotoni imajo T2 = +1 in elektroni pa T? = —1.

Prav ta minus je po Kramerjevem izreku '3 odgovoren za dvojno degeneracijo elektronskih stanj v
k Brillouinovi coni in ponuja moznost za brezrezno povezavo robnih disperzij v notranjosti reze.

Ker je razlika med 72 = +1 za fotone in 72 = —1 za elektrone fundamentalnega pomena
pri razlikovanju pojavov pri topoloskih izolatorjih iz fizike trdne snovi in topolosko svetlobo, je v
dodatku navedena izpeljava identitet.

9Spinska polarizacija je lastnost, kako dobro je spin poravnan s smerjo v prostoru. Magnetni moment pri elektro-
nih v feroelektrikih povzro¢i spin-polarizabilne tokove, magnetizacijo. Krozna polarizacija elektromagnetnih polj je
posledica spinske polarizacije konstitutivnih fotonov.

U Bjanizotropija pomeni, da je spreminjanje E odvisno ne samo od D, temveé tudi od B.

12Za antiunitarni operator velja (Uz,Uy) = (x,%), kjer sta = in y vektorja iz Hilbertovega prostora, horizonalna
¢rta kompleksna konjugacija, U pa konjugirano-linearna bijekcija.

BKramerjev izrek pravi, da za vsako lastno energijo TR simetri¢nega sistema z polcelim spinom obstaja $e eno
lastno stanje z isto energijo.
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Diracova stozca

moc¢ krsenja T simetrije

moc¢ krdenja P simetrije

<€

Fazni diagram

Slika 2. Topoloski fazni diagram 2D kvantne Hallove faze. Slika zgoraj prikazuje pasovni diagram, v katerem pasova
tvorita Diracova stozca za3Citena s parnost-cas (PT) simetrijo. Zelene in modre ¢rte predstavljajo robne disperzije.
Ko je kr8ena ali P ali T simetrija, pasovna reza nastane v prostornini (bulk), a ne nujno na robovih. V odsotnosti T
simetrije se pasova razcepita in pridobita Chernovi stevili &1, na robovih pa je en brezrezen robni nacin za vsako od
zgornjih in spodnjih stikov (interfaces).
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2.5 Diracovi stozci in kvantna Hallova topoloska faza

V tem podpoglavju prestavimo vpliv simetrij P in T na stik mej topolosko razli¢nih materialov, na
robna stanja.

Ucinkovit pristop k iskanju netrivialnih zrcal (frekvenénih rez z neni¢elnim Chernovim stevilom)
je, da s spreminjanjem sistemskih parametrov (simetrijami) identificiramo meje na topoloskih faznih
diagramih, kjer je frekvenéni spekter brez rez (1 ¢ desno). V 2D periodi¢nih sistemih se tockovnim
degeneracijam v pasovni strukturi re¢e Diracovi stozci, ki imajo linearno disperzijo med pasovi. V
3D pa imamo ¢rtne degeneracije (line nodes) in Weylove tocke.

Diracovi stozci so zasciteni s PT simetrijo (parity-time) in se ustvarijo ter unicijo le v parih
(Kramerjev izrek). Vsak ima kvantizirano Berryjevo fazo 7 okoli svoje osi. Efektivni Hamiltonian
blizu Diracove tocke v x-y ravnini je mogoce zapisati kot H (k) = vykz0, +vykyo2, kjer so v; grupne

hitrosti (vsebujejo sklopitvene amplitude ¢ do najblizjih sosedov Qtﬁ = v;), 0; pa Paulijeve matrike.

Po diagonalizaciji dobimo lastne vrednosti linearno odvisne od k: w(k) = &, /(v2k2 + v2k2). Ceprav

P in T preslikata Hamiltonian iz k v —k, se razlikujeta za kompleksno konjugacijo
(PT)H (k)(PT)' = H(k)*. (30)

PT simetrija torej zahteva, da je Hamiltonijan realen in zato ne sme vsebovati oy, ki je imaginarna.
2D Diracova degeneracija je lahko dvignjena s poljubno perturbacijo sorazmerno s o, ali splosneje
s krSenjem PT simetrije. Krsiti bodisi P ali T odpre rezo med pasovoma.

Vendar reze, odprte s krsenjem ali P ali T simetrije posebej, nista topolosko ekvivalentni, saj
imata razlicni Chernovi stevili. Chernova invarianta predstavlja integracijo Berryjeve ukrivljenosti
preko zakljucene ploskve v k-prostoru. Ker je F(k) pseudovektor, tj. lih glede na T in sod glede na
P, je v prisotnosti P in T F(k)= 0. Ce je krena bodisi P ali T, se Diracovi stozci odprejo in vsako
iznicenje degeneracije prispeva k Berryjevemu toku velikost 7 za vsak pas. V prisotnosti T (P krena)
je F(k) = —F(-k). Berryjeva pretoka v Diracovih toc¢kah pri k in -k sta nasprotna. Integracija po
celi Brilouinovi coni da C=0. Nasprotno pa je v prisotnosti P (T krsena) F(k) = F(-k). Tu se
Berryjev pretok seSteje v 2w, kar da C=1. Ve¢ parov Diracovih stozcev vodi do visjih Chernovih
stevil. T-krseno 2D kvantno Hallovo topolosgko fazo prikazuje fazni diagram v roznatem 2 [10].

3. Uporaba

Sedaj so opisani trije primeri, kako dejansko ustvarimo topolosko netrivialne sisteme posnemajoc
elektronske kvantne Hallove pojave: pri giromagnetnih fotonskih kristalih svetloba lahko potuje le
v eni smeri, v bianizotropi¢nih materialih s pomocjo nove sklopitve med E in H, bianizotropije x,
razklopimo degenerirani polarizaciji svetlobe (pseudospina), pri sklopljenih resonatorjih pa simuli-
ramo magnetno polje v 2D fotonskem “plinu”. Na koncu so omenjeni Se kvazikristali kot nacin, kako
realizirati vi§jedimenzionalne topoloske faze z nizjedimenzionalnimi.

3.1 Giromagnetni fotonski kristali

Prvi fotonski analog kvantnemu Hallovemu pojavu se je zgodil z mikrovalovi. 2D fotonski kristal
je bil narejen iz pokonénih feritnih palic med dvema kovinskima plos¢ama, kar je posnemalo 2D
transverzalno magnetni TM nacin [11]. Dodali so tudi kovinski zid na robovih proti izgubam va-
lovanja v zrak. Brez zunanjega magnetnega polja sta 2. in 3. TM pasova povezana s kvadrati¢no
tockasto degeneracijo, ki je zaS¢itena s simetrijo kristala [11]. Ob prisotnosti enakomernega static-
nega magnetnega polja (0.2 T), ki zlomi T, se v magnetnem permeabilnostnem tenzorju p pojavijo
antisimetri¢ni imaginarni izvendiagonalni ¢leni. Kvadraticna degeneracija se zlomi in nastane reza
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med 2. in 3. pasom, ki imata oba neni¢elno Chernovo Stevilo. Brezrezno robno stanje ima le
pozitivne grupne hitrosti pri okoli 4,5 GHz. Numeri¢na simulacija potrdi, da lahko antena v va-
lovnem vodniku oddaja le v smeri naprej v frekveénem obmocju prostornine. Sipanje nazaj je vec
kot 5 velikostnih redov sibkejse kot sipanje naprej pri sirjenju le preko osmih mreznih razdalj. Se
ve¢, opazena ni bila rast odbojne amplitude, ¢etudi so vstavili velike kovinske sipalce. Zares, novi
enosmerni robni nac¢ini se avtomati¢no ustvarijo vsakokrat, ko se reza odpre, kar omogoca svetlobi,
da obide sipalca. To je topoloska zaSc¢ita, ki jo dajeta netrivialni prostornini fotonskih kristalov

(C #0) [12].

3.2 Bianizotropija

Analog kvantnemu spinskemu Hallovemu pojavu se lahko realizira tudi v opti¢nih metamaterialih,
ki vsebujejo dielektri¢ne strukture manjse od valovne dolzine.

V bianizotropi¢énih materialih (x # 0) sklopitev med elektriénim in magnetnim poljem ponuja
vet parametrov, s katerimi ustvarimo topoloske faze. Se ve¢, bianizotropi¢ni fotonski kristali lahko
dosezejo topolosko netrivialne faze tudi brez zloma T (brez magnetne ali ¢asovne modulacije).

Bianizotropija je za fotone podobno kot sklopitev spin-tir za elektrone. Kako narediti, da fotonski
nac¢ini posnemajo elektronska spin-1/2 lastna stanja? Iz e = p in y = 0 sledi polarizacijska (’spin’)
degeneracija — transverzalno elektri¢ni (TE) in TM nacin sta degenerirana v frekvenci - ohranjena
dualnost (E,H) — (—H,E). Za dan k imamo linearne kombinacije \Illj{E degeneriranih TM in TE
nacinov s posebno lastnostjo, da se \IIIJ(r lahko transformira v W—, s podobno simetrijsko operacijo
D (]_AD2 = —1) kot elektronski spin spremeni predznak pri TR simetriji.

V prvem redu lahko uéinek y pogledamo v reciproénem prostoru kot sklopitev gibalne koli¢ine
in polarizacije fotona: iz prve matri¢ne enacbe sledita drugi dve:

Dl € —ix| | E
HE Bl o
D = ¢E +ic/wxp 'k X E (32)
B = uH +ic/wyTe 'k x H. (33)

Bianizotropija x vpliva kot magnetno polje na vsako polarizacijo z nasprotnim predznakom brez
krsenja T — krsenje T ali ne je pomembna razlika med elektronskimi in fotonskimi sistemi. Sistem
se razcepi v neodvisna spinska podprostora, kjer obstajata kvantni anomalni Hallovi fazi (QAH) z
nasprotnima Chernovima §teviloma. Podobno kot v nadaljevanju omenjene T-invariantne resona-
torske mreze v b 3 tudi bianizotropi¢ni metamateriali zahtevajo stroge pogoje, da ostaneta kopiji
spinov nesklopljeni. Zahteve so predvsem po natan¢nih konstitutivnih parametrih med izdelavo
metamaterialov. Konéno so bila brezrezna robna stanja predlagana tudi v notranjosti hiperboli¢nih
metamaterialov 4, ki imajo bianizotropi¢ne odzive [9].

Medtem ko bianizotropijo v naravi najdemo v redkih opti¢no aktivnih medijih s kirialnimi mo-
lekulami, se ve¢ino metamaterialov izdela na principu podkvastih resonatorjev (split-ring).

3.3 Sklopljeni resonatorji (coupled resonators)

Fotoni v mrezi sklopljenih resonatorjev se obnasajo podobno kot elektroni v kovini. Doloc¢ene sklo-
pitve resonatorjev lahko naredijo topoloske frekvencne reze. Odkritih je bilo ve¢ fotonskih analogij

Hiperboliéni metamateriali imajo v razli¢nih smereh razli¢no (pozitivno in negativno(kovina)) dieletriéno funkcijo.
Ime so dobili po hiperboli¢ni opti¢ni indikatrisi. Obi¢ajno imamo elipti¢no, kar pomeni, da sta dielektri¢ni konstanti
v lastnih smereh obe pozitivni.
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Slika 3. Kvantna Hallova faza za elektrone v magnetnem polju in fotone v sklopljenih resonatorjih z efektivni magnetnim
poljem. a ciklotrono gibanje elektronov v staticnem magnetnem polju, b 2D mreza fotonskih resonatorjev sklopljenih
s stati¢nimi valovnimi vodniki. Horizonalna sklopitvena faza naraSca linearno s y. Dva spina sta degenerirana v efek-
tivnem magnetnem polju zaradi T simetrije. ¢ 2D mreza fotonskih resonatorjev z dvema vrstama enonacinskih votlin
(single-mode cavities). Najblizji sosedi so sklopljeni preko ¢asovne modulacije, z horizontalnimi fazami naras¢ajocimi
linearno v y — to krdi T. d Mreza spiralnih (helical) fotonskih valovnih vodnikov, krsitev z simetrije u¢inkuje kot

harmoni¢na modulacija fotonov.

celostevilskemu kvantnemu Hallovemu efektu (integer QHE) s stati¢nimi in ¢asovno harmoniénimi
sklopitvami, ki simulirajo enakomerno magnetno polje. V elektronskih sistemi je bil prvi QHE opa-
zen v 2D elektronskem plinu s pravokotnim magnetnim poljem. Pri a na sliki 3 elektroni ciklotronsko
lokalno krozijo, medtem ko imajo enosmerni robni elektroni razsirjeno valovno funkcijo. Ponovno
je stevilo brezreznih robnih na¢inov enako Chernovemu stevilu. Vektorski potencial je A = Byx.
Elektroni dobijo Aharon-Bohmovo fazo +¢ = ¢ A(r) - dl, zato imajo razlicno energijo glede na smer
krozenja. Spinska degeneracija elektronov je dvignjena s Zeemanovim razcepom.

Ceprav fotoni ne interagirajo z magnetnim poljem, pridobijo fazo ob obhodu. Razlika z elektroni
(pravo kvantno Hallovo topolosko fazo) je, da pri fotonih ne krsimo T simetrije. Sipanja nazaj so
dovoljena, ker Casovno nasprotni nacini v valovnih vodniki nastopajo vedno pri enaki frekvenci.
Slika b na 3 prikazuje resonatorje, prostorsko sklopljene z valovnimi vodniki med njimi. Vsak
resonator ima dva nac¢ina (moder in rde¢), ki sta drug drugemu ¢asovno obrnjena para, podobna
dvema spinskima prostostnima stopnjama pri elektronih. Dolzine sklopitvenih valovnih vodnikov
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so nastavljene tako, da sklopitvene faze med resonatorji simulirajo AB (Aharon-Bohmovo) fazo iz
3 a. Vertikalne sklopitve nimajo prispevka k fazi, medtem ko so horizontalne linearne v y. Kot je
prej spin elektrona dozivel fazo glede na predznak, tudi tu foton prejme fazo glede na svojo su¢nost
(kirialnost) — polna rde¢a ¢rta b. Zato ima frekvenéni spekter Landauove nivoje!® in fraktalne
vzorce (Hofstadterjev metulj!® [13]), ki sta znacilni za celostevilski QHE.

S T-simetrijo postaneta ’spinska prostora’ degenerirana v frekvenci in se sklopita. Vendar samo,
ko sta spina odklopljena, lahko definiramo Chernovi §tevili, ki sta nasprotni v predznaku. Spin-
sko polarizirani nasprotno propagirajoc¢i se robni na¢ini so analogni robnim tokovom pri kvantnem
spinskem Hallovem pojavu za elektrone.

Dosec¢i natan¢no in koherentno ¢asovno-harmonsko modulacijo za veliko Stevilo resonatorjev
postane eksperimentalno vedno tezje, ko gremo proti opticnim frekvencam. Mozna reSitev je prehod
iz ¢asovne v prostorsko modulacijo. Slika ¢ 3 prikazuje krSenje T s prostorsko-casovno modulacijo.
Na njej imamo dve vrsti resonatorjev s samo enim na¢inom (single-mode). Ob dominantni sklopitvi
le z najblizjimi sosedi se resonatorja z razlicnimi frekvencami sklopita le preko ¢asovno-harmonske
modulacije. Ponovno je vertikalna sklopitvena faza ni¢, horizontalna pa sorazmerna z y. Fotoni, ki
se gibajo v nasprotnih smereh, imajo nasprotne faze, torej, razlicne frekvence. Floquetov izrek!”
v ¢asovni domeni, podobno kot Blochov v prostorski, se uporabi za reSevanje mreznega sistema s
casovno-periodi¢no modulacijo.

Na sliki d 3 so raziskovalci razsirili votline v z smeri in dobili periodi¢no mrezo sklopljenih valov-
nih vodnikov. Smer z igra vlogo ¢asa. Obosna aproksimacija Maxwellovih ena¢h, ki napovedujejo
Sirjenje v z smeri, spominja na Schrodigerjevo, ki se razvija v ¢asu. Spiralna struktura zlomi Z
simetrijo, podobno kot ¢asovna modulacija zlomi T. Posledi¢no se odprejo zas¢itene degeneracije v
pasovni strukturi, kar naredi mrezo topolosko netrivialno [10].

Ideja je torej ustvarjanje efektivnega magnetnega polja za nevtralne delce s pomoc¢jo umetnih
umeritvenih polj. Ceprav aproksimaciji "najblizji sosed v prostoru”in "rotirajo¢ val v ¢asu”, ki sta
bili uporabljeni v tem podpoglavju, popravki visjih redov ne spremenijo topoloske invariante in
pojava.

3.4 Kvazikristali

Kvazi kristali so urejene neperiodic¢ne strukture, ki prav tako imajo frekvencéne reze in robna stanja.
Narejeni so s projekcijo periodi¢nega kristala vigjih dimenzij. Kraus [14] je leta 2012 projiciral 2D
kvantno Hallovo fazo na 1D kvazikristal s prilagodljivim parametrom, ki je ekvivalenten Blochovemu
valovnemu vektorju, izgubljenim med projekcijo. Ko ta periodi¢ni parameter tece, reproduciramo
poln brezrezni frekvencni spekter kot pri 2D kvantni Hallovi fazi; tj. 0D robni nac¢in 1D kvazi-
kristala, ki zvezno potuje skozi rezo. Narejene so bile tudi mreze 1D opti¢nih valovnih vodnikov,
ki se prostorsko spreminjajo vzdolz z osi glede na zvezni parameter. Tu z os igra vlogo casa. V
eksperimentu se je robno stanje od enega roba mreze valovnih vodnikov premaknilo na drugi rob,
medtem ko se je vmes spojilo s na¢ini v prostornini kristala. Tako je svetloba adiabatno prepotovala
iz enega roba na drug rob. Predlagana je bila tudi potencialna realizacija kvantne Hallove faze v
4D z uporabo 2D kvazikristala [15].

157 andauovi nivoji se kvantizirane ciklotronske orbite nabitih delcev v magnetnem polju. Stevilo elektronov na nivo
je sorazmerno z mocjo magnetnega polja.

6Barvni diagram, ki opisuje spektralne lastnosti 2D elektronov v magnetnem polju. Barve ponazarjajo Chernovo
Stevilo rez v spektru.

"Floquetova teorija se ukvarja s resitvami periodi¢énih linearnih diferencialnih enacb oblike & = A(t)m, kjer je
A(t) periodi¢na zvezna funkcija s periodo T. Floquetov izrek podaja koordinatno transformacijo y = Q7 '(t)z z
Q(t+2T) = Q(t), ki transformira periodiéni sistem v tradicionalni linearni sistem s konstantnimi koeficienti.
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4. Zakljucek

Podrocje topoloske fotonike se danes Siroko razvija. Netrivialni topologki pojavi so bili predlagani
in udejanjeni pri razli¢cnih valovnih dolzinah in v treh razseznostih. V prihodnje lahko pricaku-
jemo odkritja novih topoloskih ogledal, faz in invariant, klasificiranih glede na razliéne simetrije.
Raziskave tecejo v smeri interakcije med fotoni (kvantna prepletenost) kot tudi prehodu k drugim
bozonom. Enosmerni prenos svetlobe lahko zmanjsa zahteve po moc¢i pri klasi¢nih signalih. Robna
stanja ¢asovno-invariantne topoloske faze nimajo odboja, zato v fotonskih vezjih izolatorji ne bi bili
potrebni. Veliko truda se tudi vlaga v uresnicitev topolosko zas¢itene enosmernih valovnih vodnikov
pri opti¢nih frekvencah.

A Brezspinski delci 72 = 1

Tu bomo izpeljali T2 = 1 identiteto za brezspinske delce.
Jasno je, da TR komutira s prostorsko simetrijo, saj operator kraja x ostane nespremenjen,
vendar enako ne velja za gibalno koli¢ino:

TiT ' =&, TpT ! = —p. (34)
Radi bi nasli reprezentacijo TR operatorja. Poglejmo si njegovo delovanje na komutatorju x in p,
Tz, p|T~ ' = TihT ' = —[&,p] = —ih, (35)

kar nas vodi do
TiT™' = —i. (36)

To pomeni, da mora biti TR operator sorazmeren operatorju za kompleksno konjugacijo. Taksni
operatorji so antiunitarni in za razliko od ostalih nimajo lastnih vrednosti. V splosnem je

T=UK, (37)
kjer je U unitarna in K kompleksna konjugacija. Potem
T*=UKUK =UU*=UU")™ = ¢. (38)

Tukaj je ¢ diagonalna matrika faz — TR operator uporabljen dvakrat nas mora pripeljati nazaj v
originalno stanje do faze natan¢no. Z znanjem, da je transponirana diagonalna matrika diagonalna,

ugotovimo
U=q¢UT, Ul =u¢ (39)
in zato
U=o¢UT =¢Ud. (40)
To se zgodi samo, ko je ¢ = 1 in zato T? = +1. To je specifiéno dejstvu, da je T antiunitaren —
unitarni operatorji imajo lahko katerokoli fazo. Ce ¢ = —1, je U = —U”. Za brezpinske delce je
o=1.

B Spinski delci 72 = —1

Sedaj se lotimo Se izpeljave za spinske delce.
Zdaj pa si poglejmo delce z notranjo vrtilno koli¢ino - spinom. To nam da dodatno zahtevo, saj
je vsak moment (angular momentum) lih na TR

TST ! =-8. (41)
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To pomeni, da spin prevrze predznak ob obratu Casa - rotacija okoli y osi za w. Upostevajo¢ tudi
sorazmernost s K, saj je delovanje T na p neodvisno od spina, dobimo

T = exp(—inSy)K. (42)
Iscemo T2, predpostavljamo, da je v standardni representaciji Sy ¢isto imaginarna. Imamo

T? = exp(—imSy) (K exp(—imSy)K)
= exp(—imSy) exp(—in;)
= exp(—i2mSy).

Ta rezultat je pomemben: delovanje s TR dvakrat rotira spin za 2, kar je pri delcih s celostevilskim
spinom identiteta, pri polcelih pa da faktor —1. Za polcele delce se da matri¢ni ekponent relativno

h
lahko izvrednotiti (S = (a a¥,0%))

ool—may ™ (1 0 . /m\ [0 =1} .
exp(—imSy) kz_%k' T COS(§) [O J —i—sm(E) [1 0} = —ioy. (43)

Preverimo lahko eksplicitno:

T? = —ioyio, KK = —0y0, = —1. (44)

1

Iz T? = —1 imamo za polcele delce T~! = —T in za s = 3
TST™' = —io,S*Kio,K = —iayg*(—i)UZKK =0,5%0, = —5. (45)

Z zadnjo enakost, ¢e so komponente S samo x in z, K ne naredi ni¢esar, matrika o, pa antikomutira
S 0g,» [16].
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