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V tem clanku bo raziskano gibanje dovolj velike oz. neskonéne strune s pritrjeno tockasto maso. Masa, ki je
preko vzmeti pritrjena na mirujoco steno, bo ob nekem ¢asu iz mirovanja vzbujena tako, da dobi neko zacetno hitrost.
Obravnavana struna je idealno gibka in neraztegljiva. Zacetna hitrost, ki jo masa dobi pa bo dovolj majhna, da se
lahko uporabi znano valovno enacbo §j — c¢?y” = 0.

INFINITE STRING

In this article, a large-enough/infinite string with attached point mass will be studied. A spring is attached to
the point mass and to static surface. At some time ¢ = 0 our system is excited when a point mass receives velocity vo.
The string is shear free and inextensible. Velocity vy will be small enough that the known wave equation 4 — c¢®y” =0
is applicable.

1. Uvod

Poznavanje reSevanje parcialnih diferencialnih enacb je v fiziki zelo pomembno, ker sta tako klasiéni
2. Newtonov zakon kot tudi kvantna Schrédingerjeva enacba parcialni. Posebej se lahko zavemo,
da sta si klasi¢na valovna enacba in pa Schrodingerjeva enacba, ki ji z drugim imenom tudi re¢emo
kvantna valovna enacba, zelo podobni. ReSevanje Schridingerjeve enaCbe in njene stacionarne
variante je zelo pomembno pri kvantnih problemih, ne samo v fiziki, ampak tudi v drugih vedah, kot
je na primer kemija, kjer tako dolocajo osnovna stanja atomov in molekul in na podlagi energijskih
nivojev veliko povedo o snoveh in njihovih kemijskih reakcijah. Dobro je poznati resitve klasi¢ne
(dusene) valovne enacbe tudi iz inzenirskega vidika, saj je valovanje (in nihanje) zelo pogosto v
vsakdanjem zivljenju. Od izdelovalcev glasbil, akusti¢nih sob in sten, do detekcije potresov in
napovedovanje cunamijev in drugih tektonskih premikov ter mnogih drugih. Velikokrat pride do
tresljajev ali motenj tudi v strojih in napravah in zato je dobro vedeti lastnosti in vzdrzljivost
materialov na taka nihanja, saj se valovanje §iri po napravi in lahko pride tudi do bolj ob¢utljivih
delov. Zato je v takih primerih smiselno poskrbeti, da se valovanje zadusi ali pa razprsi. [1] [2] [3]
[4] [5] [6] [7] [8] [9]

V clanku se bomo posvetili reSevanju linearne parcialne diferencialne enacbe, ki ji pravimo va-
lovna enacba §j — c?y” = 0. Obravnavali bomo valovanje neskonéne strune s pritrjeno tockasto maso.
To spada na podroc¢je kontinuumske klasicne fizike, kjer se 2. Newtonov zakon za idealno gibko in
neraztegljivo struno prevede na matematiéno reSevanje parcialne diferencialne enacbe §j — ¢y = 0.
Primer neskonc¢ne strune je dokaj pedagoske narave, ampak v praksi tudi dober priblizek, ko so
efekti odboja na konceh zanemarljivo majhni. Kljub temu da je v ¢lanku na$ medij Sirjenja motnje
le enodimenzionalna struna, nam ta vseeno daje obcutek tudi, za Sirjenje motnje po vecdimenzio-
nalnem mediju (glasbila, naprave itd.). Naso valovno enacbo jj — c¢?y” = 0 lahko resimo na veliko
razli¢nih nac¢inov in vsi standardni nacini za reSevanje PDE bi bili ustrezni. Ker pa imamo tudi
robni pogoj zaradi mase, je pametno izbrati takega, ki nam bo reSevanje najbolj olajsal. Kot vemo
se parcialne diferencialne enacbe resuje na mnoge razli¢ne nacine, analiti¢ne in numeri¢ne. Ene
izmed bolj znanih analiti¢cnih metod je metoda reSevanja s separacijo spremenljivk. Pogosto je
tudi resevanje z Greenovimi funkcijami. (Za reSevanje valovnih enacb je velikokrat v uporabi tudi
d’Alembertova formula.) V ¢lanku bo prikazano resevanje z nastavkom in sicer z nastavkom nav-
zven Sirjenega valovanja, saj je to eden izmed najlazjih nacinov za resitev problema ob zavedanju
da imamo poleg valovne enacbe gibanja tudi robni pogoj za struno v toc¢ki x = 0 zaradi mase m.
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Robni problem (3 — ¢?3” = 0 + robni pogoj 2. Newtonov zakon) je problemu vsiljenega nihanja
(i — 2y = Jusiljevanje(,t)) matematicno popolnoma ekvivalenten. Robni problem bi lahko pre-
tvorili na problem vsiljevanja, ¢e 2. Newtonov zakon za maso m ustrezno pretvorimo v funkcijo
fvsiljevanje ($, t)'

Z uporabo zvezne teorije in delitve materije na poljubno majhne diferencialne koscke, je mogoce
napisati 2. Newtonov zakon za struno. Zaradi simetrije ugotovimo, da je obnaSanje na struni desno
od mase enako kot na struni levo od mase. Potem uporabimo 2. Newtonov zakon za tockasto
maso, ki bo igral vlogo robnega pogoja za enacbo strune. Videli bomo, da bo fizikalni parametri
problema lahko povzrocijo funkcijsko razliéne resitve (podkriti¢no, nadkritiéno in kriticno dusenje).

Nagi parametri bodo masa m, koeficient vzmeti K, zac¢etna hitrost mase vg, linearna porazdelitev
Fo

7.

V ¢lanku bo predstavljena resitev problema neskonéne strune s tockasto maso, ki je preko vzmeti

mase strune 4 in natezna sila strune Fy oz. hitrost zvoka v struni ¢ =

pritrjena na mirujoco steno. Najprej bom naredil opis nasega sistema in ga prevedel na matemati¢no
reSevanje navadne klasiéne valovne enacbe 4 — c?y” = 0 z robnim pogojem zaradi mase. Dolgo
izpeljavo resitev valovne enacbe se da vedeti v dodatku (poglavje 7). V jedru ¢lanka (poglavje 3.)
pa bo resevanje predstavljeno bolj na kratko. Videli bomo, da imamo 3 razli¢ne rezime resitev, ki

jih dobimo ob razli¢nih vrednostih fizikalnih parametrov ¢, Fy, m, K.

2. Fizikalni opis sistema

Zanimali se bomo za gibanje neskon¢ne strune, ki ima nekje vpeto maso m. Ta masa bo z vzmetjo
K pritrjena na mirujoco steno. Ob nekem ¢asu, ki ga bomo proglasili za ¢as t = 0, bomo masi dali
hitrost vg in se bomo zanimali za pozicijo strune oz. za njeno obliko. (glej sliko 1)

s

Slika 1. Prikazuje sistem, ki ga obravnavamo.

Problem je klasi¢en in zato se ga lotimo tako, da napisemo 2. Newtonov zakon za diferencialno
majhen koscek strune. Na tak nacin pridemo do enacbe 1. u je linearna gostota mase strune, r je
lega strune, f,,, je rezultanta zunanjih sil, ¢e bi jih imeli, npr. sila teze (pri nadaljnji obravnavi
bomo silo teze zanemarili). Potem imamo pa Se F, ki je natezna sila v struni, ki je posledica tega,
da je struna napeta. Vse te koli¢ine so odvisne od lotnega parametra s in od ¢asa t.

w(8)t(s,t) = fun(s, t) + aFa(Z’t)(s,t) (1)

Ker imamo opravka z idealno gibko in neraztegljivo struno se ena¢ba 1 poenostavi v znani izraz

2, kjer ¢ := % hitrost zvoka v struni z linearno gostoto mase p in je napeta z natezno silo
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Fy. Opazimo lahko, da smo odvisnost od lo¢ne koordinate s uspeli spremeniti na odvisnost od x
koordinate.

2 2
(5~ g ) et =0 )
V splosnem je lahko gostota strune p odvisna od pozicije x oz. s ter natezna sila Fy odvisna od
¢asa t. Strune imajo veCinoma priblizno enakomerno porazdeljeno maso in ves ¢as priblizno enako
natezno silo Fj.
Enacba 2 je enacba gibanja za vse Case t in vse lege, razen za x = 0, kjer imamo maso m. Pri
x = 0 s pomocjo 2. Newtonovega zakona dobimo enacbo 3.

) )
mﬂxz&ﬂ:—Kﬁx:Qﬂ+F%%@:0ﬁﬂ—F%%@zOﬁﬂ+mm&ﬂ (3)

K je koeficient vzmeti, vy pa zacetna hitrost, ki jo ob ¢asu ¢t = 0 damo tockasti masi m.

3. Resevanje

Sedaj bomo matemati¢no formulirati nas§ problem in nakazali reSevanje. Bolj natanc¢en in formalen
matematicen postopek bo prikazan v dodatku (glej poglavje 7). Valovna enacba, ki velja za majhne
odmike idealno gibke in neraztegljive strune je

02 1 02
(W - 028152) y(mat) =0, (4)

ki velja za vsak ¢t € R in vsak x # 0.
Zacetni pogoj za lego pravi

y(z,t <0) =0 (5)
za vsak x € R.
Zacetni pogoji za hitrost povedo
y(x,t <0) =0, (6)
y(l’ = Oat = 0+) = Yo, (7)
y(z #0,t=0+) =0, (8)

kjer oznaka y(z = 0,t = 0+) pomeni desna limita v ¢asu ¢. Leva limita je o¢itno ni¢, desna
limita hitrosti za maso pa je vg, ker v trenutku £ = 0 delujemo z neskonénim pospeskom oz. delta
funkcijo pospeska.

Drugi Newtonov zakon za maso ('robni’ pogoj):

mij(z = 0,t) = —Ky(z = 0,t) + Foy'(x = 0+,t) — Foy/(x = 0—,t) + mupd(t) 9)

za vsak t € R. Zapis ¢ oznacuje drugi odvod y po ¢asu, 3 pa prvi odvod y po kraju.)
Ker je nas problem simetri¢en na zrcaljenje preko mase, je smiselno privzeti, da je resitev y(x,t)
soda funkcija lege x.

y(x,t) = yr(lz],?) (10)

yr je funkcija, ki je definirana samo za pozitivne x > 0. S tem nastavkom oz. predvidevanjem,
da je y(x,t) soda funkcija kraja, se enacbe malo poenostavijo (predvsem drugi Newtonov zakon za
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maso).

2 2
<ai2 ;;) yr(e > 0,) = 0 (11)
yr(x > 0,6 <0) =0 (12)
Jr(z >0, <0)=0 (13)
yr(x =0,t =0+) = vg (14)
gr(z £0,6=04) =0 (15)
mijr(z = 0,t) = —Kyg(z = 0,t) + 2Fyyr(z = 0,t) + mued(t) (16)

Ta sistem enacb je mogoce reSiti na ve¢ nac¢inov. Mi bomo vzeli nastavek navzven potujocih
valov, torej yg(x,t) = f(x — ct). Ta nastavek je fizikalno smiseln, saj z njim predpostavimo le, da
se bo val §iril navzven (stran od mase). Ko bomo masi dali hitrost vy, pricakujemo, da se bo ta
motnja Sirila s hitrostjo ¢ navzven. Navznoter pa nimamo nobenega valovanja, ker iz neskonénosti
ne posiljamo nobenega valovanja noter (proti masi).

Nastavek resi ta sistem enacb in vidimo, da imamo 3 fizikalno razli¢ne resitve, v odvisnosti
od parametrov ¢, K, Fy in m. Te tri resitve imenujemo reSitev podkriti¢nega, nadkriticnega in
kriticnega dusenja (analogija z linearno dusenim nihanjem, npr. matemati¢nega nihala). Enacba 17
zajema vse tri resitve skupaj, ampak jo je potrebno pravilno razumeti, saj v primeru podkriti¢nega
dusenja postane argument hiperboli¢nega sinusa imaginaren in se zato obnasa enako kot obic¢ajen
sinus z realnim argumentom. V primeru kriticnega duSenja pa dobimo izraz ni¢ deljeno z ni¢ in je
potrebno uporabiti L'Hopitalovo pravilo (za bolj natan¢no izpeljavo kriti¢ne resitve glej poglavje 7.

y(x,t) = @H(Ct - |x|)e7%(6t7|x‘) me? sh ( VE -~ mC2K(ct - |1‘D> Ve e R,Vt € R
c FZ —mc’K mc?
(17)
To je sedaj konéni izraz za odmik strune y(x, ) iz osnovne (zacetne lege). Vrednost Fg—mc?K, ki
je pod korenom je lahko pozitivno ali negativno Stevilo in imamo lahko zato sinus ali pa hiperboli¢ni
sinus (shiX = isin X). Imaginarno Stevilo i se skrajsa s korenom tako, da vseeno ostane y(z,t)
realen. (i je imaginarno stevilo i = y/—1)
Uvedemo novi spremenljivki 8 := % = % > 0in wp := \/% > 0. Z uvedbo novih spremenljivk
se enacha 17 poenostavi.

o =0 (=) D (A (- B)) weerwer o
=00 (- E) D (G (=) wwemmer o

Obe enachi 18 in 19 sta ekvivalentni. Ce je f < wp, pravimo temu podkritiéno dusenje (za
tak primer raje uporabimo enacbo 19). Ce je f > wp, pravimo, da gre za nadkriti¢no dusenje
(glej enacbo 18). Ce pa je 8 = wp, pravimo, da imamo opravka s kritiénim dusenjem (glej enacbo
27). Problem je skoraj popolnoma analogen problemu gibanja mase na vzmeti na katerega deluje
zunanja sila oblike F' = —vv (linearni zakon upora, v je hitrost, v > 0 pa nek koeficient).

B predstavlja dusenje s katero struna dusi gibanje mase m, medtem ko je wg posledica vzmeti,
ki zeli vrniti maso v prvotno lego.

4 Matrika 7 (2020) 2



Neskonéna struna s to¢kasto maso

3.1 Podkritiéno dusenje

En primer podkriticnega dusenja dobimo, ¢e Fy — 0, kar je ekvivalentno temu, da nimamo strune.
Tudi za 8ibko napeto struno dobimo podkritiéno dusenje. Podkritiéno (8 < wp) obnasanje si je

B m) (1)

zelo preprosto predstavljati. vg - 6 (t C — tvori ovojnico, potem pa sinus le alternira s

LUO—

krozno frekvenco w = \/wg — 2. Za podkriticno dusenje uporabimo enacbo 19 in ker je argument
sinusa realno Stevilo je reSitev popolnoma predstavljiva. Za wg > 8 je veliko nihajev potrebno, da
se sistem oz. masa izniha, medtem ko bolj kot se priblizujemo wy ~ § manj nihajev je potrebno, da
se masa izniha, kar je za pricakovati in je znano za podkriti¢cno pomnozevanje. Kar je razvidno iz
grafov na sliki 2.

=00 (=) (G (=) s o

Slike 2,3 in 4 prikazujejo, kako se giblje masa m v odvisnosti od ¢asa t. Seveda imamo za
razlicne parametre razlicno gibanje (koli¢ine so v osnovnih enotah tiste koli¢ine). Iz rezultata za
gibanje mase je zelo preprosto ugotoviti, kako se giblje celotna struna, saj se val iz mase le Siri
navzven s hitrostjo c. Torej, da ugotovimo, kaksna je lega ob ¢asu t za tocko na struni, ki je po x
koordinati oddaljena od mase za |z|, je le treba pogledati, kaksna je bila lega mase ob casu ¢t — @
Val se giblje enako v obe smeri, tako v levo kot v desno.

3.2 Nadkritiéno dusenje

Nadkri¢ino dusenje pa se zgodi, ko je struna zelo napeta, seveda v primerjavi z drugimi parametri.
Da dobimo nadkriti¢no dusenje, mora veljati 8 > wg. ReSitev nadkriticnega dusenja si je malo tezje
predstavljati, ker hiberboli¢ni sinus monotono naraséa. Ko gre njegov argument proti neskoncno,
gre tudi vrednost hiperboli¢nega sinusa proti neskon¢no. Poleg eksponentno narascajocega clena

_ =l

imamo tudi eksponentno padajoc ¢len e P <t 7>, tako da na prvi pogled ni o¢itno, kako se funkcija
obnaga. Se enkrat si poglejmo ena¢bo 18 in se spomnimo, da za nadkritiéno dusenje velja 8 > wp.
Posledi¢no je argument hiperboli¢nega sinusa realen.

o

y(x,w:vo-e(t—’“””c')‘;%sh( B?—w%-(t—'ﬁ')) B> wo (21)
vty =t (Vg (-2 ss (22)

Funkcijo w(z,t), da imamo krajsi zapis. Vsebuje dokaj preprosto funkcijsko odvisnost w(z,t) :=

Vo

narasc¢ajo¢i odmik motnje in nato nadaljnje pojemanje (glej sliko 3). V tem podpoglavju 3.2bomo

-0 <t — @) Hiperboli¢ni sinus napiSimo z eksponenti, zato da bomo lahko razlozili za¢etni

samo manipulirali ta izraz 21, da bomo dolo¢ili karakteristi¢ne ¢ase naras¢anja in pojemanja. Kogar
to ne zanima lahko nadaljuje z branjem poglavja 3.3

w(z, ) 5(t”)<1@) B(t“j)-(H@)

y(x,t) = 5 e —e B > wo (23)
Definiramo oznako ¢ := % , kjer je 0 < ¢ < 1. Nato lahko definiramo Se oznako k := 4/1 — % =

/1 — ¢2, za katero velja 0 < k < 1.
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(a) Prikazuje gibanje mase za resitev, ko imamo moé¢no vzmet oz. za podkrititno dusenje, ko je (wg > ).
Parametra imata vrednosti f =1 in wg = 2.

Gibanje mase m Gibanje mase m
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(b) Prikazuje gibanje mase za resitev, ko imamo moc¢no vzmet oz. za podkriticno dusenje, ko je (wg > B).
Parametra imata vrednosti 5 = 1 in wg = 100.

30, Gibanje mase m

0,t)

yix:

jllM 0 100 200 300 400 500
(c) Prikazuje gibanje mase za resitev, ko imamo moc¢no vzmet oz. za podkriti¢no dusenje, ko je (wg > B).
Parametra imata vrednosti 8 = 0,01 in wy = 0, 02.

Slika 2. Prikazujejo gibanje mase v primeru podkriti¢nega duSenja.
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" ol 1k — a2 (1
oo t) = w(a; ),(e s(t=t)-0-rm) _ —p(t=12)-0+ )) 5> wo (24)
e (7Y a1 (112l
y(o.1) = w(fg,t) ' (e p-r)(i-2) _ —pa+n) (¢ C)> 8> wp (25)
7= (1 — k) in 74 := (1 + k) predstavljata karakteristi¢na ¢asa pa padanje teh eksponentov.

Velja tudi 0 < 7— < B in B < 74 < 25. Od tod vidimo, da je vedno 74 > 7_ (razen za primer
wo = f, ampak ta primer smo izvzeli, ker pase k kriticnemu dusenju).

y(:/v,t) _ w(a:,t) . <e—7' (t—‘%‘) _e ™ (t—accl)> B> wy (26)

2

Ker eksponentni ¢len s 7 hitreje pada proti ni¢ kot pa ¢len s 7—, se zgodi, da najprej koordi-
_ _ =l
nata mase priblizno eksponentno raste, dokler ne postane ¢len e (t e ) dovolj majhen, da zacne
||

spreminjanje ¢lena e <t_7) prevladovati. Zato najprej dobimo eksponentno rast odmika mase
in nato eksponenten priblizevanje k osnovni legi.

Komentar: za primer podkriticnega dusenja (wy > ) je karakteristi¢ni ¢as duSenja 7 = f in
sinus alternira med obmocjem, ki ga dolo¢a ovojnica, ki se priblizuje nic¢li s karakteristiénim ¢asom
T =p.

Za nadkritiéno dusenje (wp < /) pa imamo najprej eksponentno rast odmika s karakteristi¢cnim

2
casom 7 = [ (1 +4/1— ;8) in nato eksponentno priblizevanje osnovni legi oz. legi y = 0 s

2
karakteristicnim casom 7 = (8 (1 —4/1 - ;;g) Od tu je videti, da sta si 74 in 7— najbolj podobna

ko smo blizu kriticnega dusSenja, torej, ko je S le malo vecji od wy. Ko smo pa dale¢ od kriticnega
duSenja in smo v obmo¢ju moéno nadkritiénega dusenja (8 > wp) pa je 7+ > 7, kar nam omogoéi,
da praktiéno vidimo prispevka posameznih eksponentov zelo razvidno (glej grafe na sliki 3). Ce bi
delali s spremenljivkama (8 in % = ¢, bi videli, da je 8 le neka ¢asovna skala problema, medtem ko
bo parameter % dejansko doloc¢al obliko grafa (glej sliko 3).

3.3 Kriti¢no dusenje

Matemati¢na izpeljava za kriticno dusSenje je narejena v dodatku tega clanka (glej poglavije 7.).
Resitev, ki jo dobimo, je

vie.t) = yalol,) w6 (¢~ ) o207 (¢ 1)), (27)

Cc

Vidimo, da se enacba 27 ujema z resitvijo, ki bi jo dobili, ¢e bi enacbi 18 in 19 limitirali wy — 5.
Kritiéno dusenje je Se najbolj preproste oblike. Parametra 8 = wg dolocata kako hitro se bo masa
vracala v prvotno lego. Veéji kot je parameter 5 oz. wp hitreje se bo masa vracala v prvotno lego
(glej grafe na sliki 4). Za primer ko pa je = wp zelo majhna se bo pa pocasi vracala v prvotno
lego. Za limitno vrednost parametra 8 — 0 se masa ne bo sploh vracala. Fizikalno gledano je to
masa, ki ni pritrjena na vzmet in struna sploh ni napeta oz. struna sploh ni pritrjena na maso, zato
bi se masa ves Cas premikala s konstantno hitrostjo .

4. Fizikalna interpretacija
Navajam resitve za y(z,t), ki so odvisne od parametrov v, ¢, wy in 3 (enac¢be 28, 29 in 30).
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(a) Prikazuje gibanje mase za reSitev, ko imamo moc¢no

Gibanje mase m

JaSa GaSperin

Parametra imata vrednosti § = 1,01 in wg = 1.

0.t)

0.0
=100

(b) Prikazuje gibanje mase za resitev, ko imamo moc¢no
Parametra imata vrednosti § =1 in wg = 0, 1.

0.0

20

100

Gibanje mase m

200
t

Gibanje mase m

10 60
t

300

S0

100

100

0.1

0.0

120

0.0

Gibanje mase m

0.5
t

Gibanje mase m

| 6
t

Gibanje mase m

vzmet oz. za nadkriti¢cno dusenje, ko je (wp < ).

vzmet oz. za nadkritiéno dusenje, ko je (wo < ).

(c) Prikazuje gibanje mase za resitev, ko imamo moé¢no vzmet oz. za nadkriticno dusenje, ko je (wg < ).
Parametra imata vrednosti S = 0,101 in wg = 0, 100.

Slika 3. Prikazujejo gibanje mase v primeru nadkriti¢cnega dusenja.
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0.40, Gibanje mase m Gibanje mase m

(
0005 0 p) i G 3 T 000 02 0.0 02 0.1 06 0.8 10 12

t t

(a) Prikazuje gibanje mase za resitev, ko imamo kriti¢no dusenje (wo = /3). Parametra f = wy = 1.

Gibanje mase m Gibanje mase m

0 5 10 5 2 % EQ 00— 0 i 3 3 i

t t
(b) Prikazuje gibanje mase za resitev, ko imamo kriti¢no dusenje (wy = ). Parametra 8 = wy = 0, 3.

Slika 4. Prikazujejo gibanje mase v primeru kriticnega dusenja.

2]\ e () 2]
Mawzmﬂ<w—)ﬁpm(c%—m-(—c>) wo > (28)

c W —
=0 (Y D (g () s o
wm%mﬂQ—T)JW”W<—@)wrﬂ (30)

Fizikalni problem je mogoce z opazko, da je enacba za gibanje mase m le enacba za linearno
dusenje. y lega strune pri koordinati x ob ¢asu ¢ je enaka kot je bila lega mase ob ¢asu t— ‘%' Dobimo
3 razli¢ne rezime, ki jih popisujejo enacbe 28 (podkriti¢no dusenje), 29 (nadkriticno dusenje) in 30
(kriticno dusenje). Katerega od rezimov dobimo je odvisno od tega ali je 5 vecji, manjsi ali enak
kot wg. Gibanje mase je za te tri rezime prikazano na slikah 2, 3 in 4 pri razlicnih vrednostih
parametrov, ki so povezani z maso m, koeficientom vzmeti K, linearno masno gostoto strune y in

natezno silo Fy oz. zvocno hitrostjo strune ¢ = % Veljata zvezi: f = @ =% 0n wy = %

Resevali smo primer neskon¢ne strune, ampak reSitev bi bila popolnoma enaka za poljubno
struno, za Case, ki so manjsi od ¢asa, ki je potreben, da pride val od mase do roba oz. konca strune.
Za vetje case pa se potem zaradi roba in nekega dolo¢enega robnega pogoja na koncu strune val

odbije nazaj in pokvari to naso preprosto odvisnost.

5. Zakljucek

Videli smo, da je reSevanje problema neskoncne strune dokaj preprost z ustreznim nastavkom,
ki je preprosto Sirjenje vala navzven s hitrostjo ¢ stran od tockaste mase m. Videli smo, da s
spreminjanjem fizikalnih parametrov problema, dobimo 3 razli¢ne rezime (podkriti¢ni, nadkritiéni
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in kritiéni). Videli smo, da je enacba gibanja za toCkasto maso enaka enacbi za linearno dusenje.
Zanjo vemo, da ima 3 rezime, ki so podkriticno dusenje, nadkriticno duSenje in kriticno dusSenje.
Gibanje mase povzro¢i motnjo v struni in ta motnja se 8iri neduseno s hitrostjo ¢ vzdolz strune v
obe strani, stran od mase. Kako spreminjanje posameznih parametrov vpliva na gibanje (mase),
prikazujejo slike 2, 3 in 4.

V vseh treh primerih imamo najprej zacetni odmik oz. amplitudo, ki ga masa doseze zaradi
zacetne hitrosti, saj se masa nekaj casa premika in zaustavlja, zaradi vzmeti in strune, preden
doseze svoj maksimalen odmik. V primeru podkriti¢nega dusenja masa nato s frekvenco \/wg — 2
sinusno niha okoli zacetne ravnovesne lege y = 0 z eksponentno pojemajo¢o amplitudo 3, ki je
posledica dusenja. Za nadkriti¢no dusenje pa zacetnemu odmiku sledi le eksponentno priblizevanje
ravnovesni legi y = 0. Kriti¢éna resSitev pa izgleda zelo podobna nadkriti¢éni resitvi. Predstavljamo
si jo lahko kot nadkriti¢no reSitev, ki se najhitreje dusi oz. priblizuje ravnovesni legi, za poljuben
fiksen B. Matemati¢no lahko kriti¢no resSitev kot limitno obnaSanje nadkriticne resitve wy — .
V vseh treh primerih nam gibanje mase popolnoma dolo¢a lego celotne strune. y lega strune na

lokaciji = je enaka kot je bila y lega mase ob casu t — *-.

6. Zahvala

Rad bi se zahvalil mentorju prof. dr. Marko Znidari¢u in Univerzitetni ustanovi ing. Lenarcic
Milana, ki je moje delo podprla.
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7. Dodatek - Izpeljava resitev

V tem dodatku bom sedaj matemati¢no formalno pokazal kako pridemo do resitev (enacbi 17 in 27)
naslednjih enach:

2 2
(aiz - ;th) yr(e > 0,1) = 0, (31)
yr(z > 0,t <0) =0, (32)
gr(z = 0,t < 0) =0, (33)
yr(x = 0,t = 04) = vy, (34)
r(z £ 0,t = 04) =0, (35)
mijr(z = 0,t) = —Kyg(z = 0,t) + 2FyyRr(z = 0,t) + mued(t) (36)

Sedaj pa pride klju¢ni korak pri matemati¢nemu resSevanju problema. Potrebno je izbrati ustre-
zen nastavek za ygr(x,t) tako, da bo zadoscéal vsem tem enacbam. Za nastavek bi lahko vzeli
separacijo spremenljivk in poskusili napisati yg(x,t) = X(x)T'(t). Lahko bi tudi poskusili tako,
da yr(z,t) po Fourieru razvijemo ali pa napiSemo, da pricakujemo resitve kot valove v desno in

10 Matrika 7 (2020) 2



Neskonéna struna s to¢kasto maso

valove v levo: [ A(k)eilke=ket) 4 B(k)e!(—ke=ke)qk. Lahko bi poskusili resiti tudi z Greenovimi
funkcijami, saj imamo enacbo oblike Lu = f. Bolj ugodno pa je uporabiti nastavek za navzven
sirjen val yr(z,t) = f(x — ct). Kar je fizikalno smiselno, saj smo s tem predpostavili, da se bo
val §iril navzven (stran od mase). Ko bomo masi dali hitrost vy, pricakujemo, da se bo ta mo-
tnja Sirila s hitrostjo ¢ navzven. Navznoter pa nimamo nobenega valovanja, ker iz neskonénosti
ne posiljamo nobenega valovanja noter. Ce bi zeleli biti malo bolj splosni, bi lahko vzeli nastavek
yr(x,t) = f(z —ct) + g(x + ct).

Odlo¢imo se za uporabo nastavka ygr(z,t) = f(z — ct). Videli bomo, da z njim zadostimo vsem
zgornjim enacbam 31, 32, 33, 34, 35, 36. Z uporabo nastavka na enacbi 32 dobimo: ygr(z > 0,t <
0) = 0. In ¢e ta enacba velja za vse z > 0, velja o¢itno tudi za z = 0.

0=yr(z=0,t<0)=f(0~—ct) (37)
Po uvedbi nove spremenljivke T" = —ct dobimo
f(r)y=0, VT >0. (38)

Sedaj imamo f(T > 0) potrebujemo pa Se f(T < 0). Za to bomo uporabili drugi Newtonov
zakon za maso m. Od tu bomo dobili funkcijsko odvisnosti f(z — ct). Potrebno bo le e dolo¢iti
konstante v izrazu. Te bomo pa dobili iz zacetnih pogojev. Uporabimo nastavek yr(x,t) = f(x—ct)
na enacbi za drugi Newtonov zakon za maso m.

mc? f'(—ct) = —K f(—ct) + 2Fy f' (—ct) (39)

za vsak t > 0 (zato ni delte v izrazu). Po zelji lahko uvedemo novo spremenljivko T' = —ct.
Enacbo prepisemo v

mcf(T) = =K f(T) + 2Fyf'(T), VT < 0. (40)

To je navadna linearna diferencialna ena¢ba drugega reda s konstantnimi koeficienti, ki se je
preprosto resi z nastavkom f(T) = e (VT < 0).

me*A\? —2FRpA+ K =0 (41)
Od tod dobimo Ap 2.
F F? —mc2K
Mp= ot Y0 (42)
mc mc

7.1 Nekriti¢no dusenje A\ # Ao

Za nekriticno dusenje vemo, da velja:

F(T < 0) = AeMT 4+ BeteT (43)
f(T>0)=0. (44)

Komentar: Enacba 43 velja in je smiselna le v primeru, ko je A1 # Ao. Primer, ko je A\ = Ao
namesto enacbe 43 velja f(T < 0) = Ae*T + BTe* (glej enacbo 53). Ta primer bomo obravnavali
kasneje. Izkaze se, da se reSitev za Ay = Ao obnaSa enako kot, ¢e bi reSitev za \; # Ao limitirali
A1 — A2 (glej enacbo 27 ter primerjaj z enacbami 18 in 19).
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Sedaj moramo samo Se doloc¢iti konstanti A in B. Te konstanti bomo dolo¢ili iz zacetnih pogojev
(za maso m). 0 = yr(z =0,t = 0—) = yr(xr =0,t =0) = ygr(x = 0,t = 0+), ker lega ob casu t=0
ne dozivi skoka, je desna limita v Casu enaka levi limiti v Casu.

yr(z =0,t =0+) =0 (45)
yR(.%' =0,t= 0+) = (46)
0=yn(r =0,0=0+) = lim (f(~ct <0)) = lim (f(T'<0) (47)
0= lim (Ae’\lT + Bew) —A+B (48)
T—0—
Vidimo, da je B = —A. Nato pa uporabimo Se pogoj za zacCetni hitrost.

vo = Jr(z =0, =0+) = lim <§tf(—ct)) = Jim <§tf(T = —ct)> = lim <88Tf(T < 0)(—0))

t—0+

Vo = —c lim (A)\le’\lT + B)\ge’\QT) = —c(AN + BXa) = —cA(\ — \9)
T—0—

Sledi, da je A = ;55 in B = — 5.
Vo T AT
T oo Y (T 4
f(T <0) cOn— ) (e e (49)

f(T>0)=0 (50)

To je sedaj nasa resitev za f(z — ct) in od tod dobimo yg(z,t) in posledi¢no Se y(x,t).

yla,t) = — 0 (eM(lm\—cﬂ - eM(lfl—cﬂ) O(ct —|z|) VreR,VteR (51)
C()\Q — )\1)

0(z) je Heavisidova kora¢na funkcija, ki je enaka 0, ¢e je z < 0 in je enaka 1, ¢e je z > 0.
Heavisidovo funkcijo smo tu pri¢akovali, saj vemo, da se motnja na struni iri s hitrostjo ¢. Ce si ne
bi tako podrobno pogledali desnih in levih limit in ¢e bi resevali problem le za ¢ase t > 0 ne bi dobili
te Heavisidove funkcije s pomocjo formalne matemati¢ne izpeljave, ampak bi se morali zavedati, da
jo potrebujemo s pomocjo fizikalne intuicije.

S pomocjo enacbe 42 preoblikujemo zgornjo enacbo 51.

y(@, ) = 220(ct — |a|)e ez (ct=laD me g, < VFG — mCQK(ct - |x])> Vz e R, Vt€R
c Fj —mc2K mc?
(52)
To je sedaj konéni izraz za odmik strune y(z,t) od osnovne (zacetne lege), ki je navedena v
poglavju 3in tam uporabljena kot enacba 17.

7.2 Kriticno dusenje \; = \g

S kritiénim duSenjem imamo opravka, ko je wy = B. Ce zelimo za ta primer izpeljati resitev
formalno se moramo vrniti k enachi 42. Preverili bomo, kaj se zgodi v primeru Ay = A2. To je, ko
velja F§ = mc?K oz. ko je 32 = wi in velja A\; = Ao = % =L = % =\
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f(T <0) = Ae* 4 BTT (53)
f(T>0)=0 (54)

Iz pogoja 0 = yr(0,04+) = f(0—) = A dobimo A = 0. Iz pogoja vy = yr(0,0+) = —cf'(0—) =
—c(AX + B) = —c¢B pa dolo¢imo, da je B = —*.

C

F(T <0) = —U—COTe’\T (55)
Fx—ct) = %O(ct — ) -b(ct — z) - et (56)
vlo.t) = yrlol.) =6 (o= 1)o7 (¢ 1) (57)

Enacba 57 je sedaj enaka enacba kot enacha 27, ki jo navajam v poglavju 3.3
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