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Bose-Einsteinov kondenzat hladnih atomov je faza snovi, v kateri vec¢ina atomov zasede osnovno enodeléno kvan-
tnomehansko stanje. Clanek se ukvarja s simulacijo Bose-Einsteinovih kondenzatov za eksperimentalno pomembne pri-
mere. Najprej je opisana metoda laserskega hlajenja atomov, ki v eksperimentu omogoca doseganje Bose-Einsteinovega
kondenzata, sledi pregled teoreticnega modela plina hladnih atomov, zatem je nakazana izpeljava enatbe Grossa in
Pitaevskega. V drugem delu ¢lanka so predstavljene spektralne metode kot u¢inkovit nacin za numeri¢no reSevanje ne-
linearne Schrodingerjeve enaébe. Na koncu ¢lanek analizira dva konkretna primera nelinearne Schrédingerjeve enacbe
v eni dimenziji.

SIMULATION OF BOSE-EINSTEIN CONDENSATES

Bose-Einstein condensate is a state of matter of a dilute gas of bosons, where a macroscopic fraction of bosons
occupies the lowest quantum state. This article discusses simulation of Bose-Einstein condensates and its relevance
to experimental work with Bose-Einstein condensates. It starts with a description of laser cooling which enables
condensation in experiments with cold atoms. An overview of the theoretical model for describing cold atom gas
is then made and derivation of the Gross-Pitaevski equation briefly summarized. In the second part of the article
an efficient algorithm based on spectral methods is presented as an efficient way of numerically solving nonlinear
Schrodinger equation. An implementation of the algorithm is then applied to two specific one-dimensional examples
and the results are compared to experiments.

1. Uvod

Bose-Einsteinovi kondenzati so v zadnjih letih ena izmed bolj popularnih tem raziskovanja tako na
podro¢ju atomske fizike kot tudi na podro¢ju numeri¢nih simulacij. Zacetni razmislek o obnasanju
nelocljivih delcev sega v leto 1924, ko je Bose z Einsteinovo pomocjo objavil ¢lanek o statistiki
taksnih delcev v odvisnosti od njihove energije [1]. Kmalu je sledila napoved, da bozoni (nelo¢ljivi
delci s celostevilskim spinom) pri dovolj nizki temperaturi kondenzirajo v najnizje kvantno stanje.

Sistem bozonov, ki ima makroskopsko zasedeno osnovno, energijsko najnizje kvantno stanje,
imenujemo Bose-Einsteinov kondenzat (v besedilu tudi BEC). Ta koncept je Ze v sredini prejsnjega
stoletja zbudil relativno veliko pozornosti s teoreticnega vidika, medtem ko tehnologija Se ni omogo-
cala hlajenja atomov na dovolj nizke temperature. Razvoj laserskega hlajenja je omogocil izvedbo
eksperimenta in leta 1995 so potrdili prvi BEC v plinu rubidijevih atomov. Od takrat so konden-
zirali 8e mnoge druge alkalijske atome, nekatere molekule in leta 2010 fotone [2]. Eksperimentalno
proucevanje Bose-Einsteinovih kondenzatov omogoca nov vpogled v delovanje kvantnomehanskih
sistemov, saj je zaradi dimenzij teh vecdel¢nih sistemov njihova Stevilska gostota, ki je v tesni zvezi
z valovno funkcijo najnizjega energijskega stanja, neposredno merljiva. Ta lastnost omogoca razli¢ne
aplikacije, zaenkrat predvsem kvantne simulacije drugih sistemov. Predvidene so tudi aplikacije v
kvantnem racunalnistvu in natané¢nih merilnih napravah.

2. Eksperimenti s hladnimi atomi

Bose-Einsteinov kondenzat je stanje mnozice bozonov, v katerem koncen delez bozonov zasede
osnovno enodeléno stanje. Eksperimentalno odkritje Bose-Einsteinove kondenzacije leta 1995 v plinu
hladnih atomov rubidija [3] je omogoéilo novo vrsto raziskovanja kvantnih pojavov. Zaradi dimenzij
plina atomov, v katerem se pojavi BEC, je mogoce nekatere lastnosti kvantnega sistema opazovati
neposredno z opticnimi metodami. Prav tako so BEC v razredcenih plinih atomov zanimivi za
eksperimente, ker jih je mozno izjemno natan¢no nadzorovati z laserji in magnetnimi polji, med
drugim pa se lahko spremeni tudi interakcija med atomi z mehanizmom Feschbachove resonance [4].
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2.1 Hlajenje atomov

BEC v razredéenem plinu atomov nastopi pri zelo nizkih temperaturah. De Broglieva valovna
dolzina kot posledica termicne energije je podana z izrazom

27h? 1/2
AT = <ka> (1)

in je pri visokih temperaturah mnogo krajsa od povpreé¢ne medatomske razdalje. Kriticno tempera-

turo prehoda lahko ocenimo s tisto temperaturo, pri kateri je termicna valovna dolzina primerljiva

z znacilno medatomsko razdaljo, ki je s stevilsko gostoto dana kot n~1/3

. Za gostote, ki jih dosegajo
pri eksperimentih z BEC (n ~ 10 cm™3), so ustrezne temperature od 100nK do nekaj pK [4].
Pri temperaturah, ki so znatno pod kriti¢no temperaturo prehoda, lahko pricakujemo, da bo plin

kondenziral v BEC.

Za eksperimentalno uresnicitev Bose-Einsteinovega kondenzata je torej kljuéna zmoznost ohla-
diti plin atomov pod zgoraj navedene temperature. To Ze samo po sebi predstavlja izziv, saj taksnih
temperatur ne srecamo niti v naravi niti v ostalih znanstvenih eksperimentih. Za primerjavo: super-
prevodni magneti pospesevalnika v CERN-u so s teko¢im helijem hlajeni na 1.9 K [5]. Za doseganje
temperatur nizjih redov se moramo posluziti povsem drugacnega pristopa. Tehnologija, ki omogoca
eksperimentalno realizacijo BEC, je lasersko hlajenje atomov.

V eksperimentalni postavitvi atomi izhajajo iz pecice pri temperaturi 360 K. Pot nadaljujejo
skozi Zeemanov upocasnjevalnik, kjer na curek atomov svetijo z laserskim snopom. Hlajenje je
ekvivalentno zmanjSevanju povprecéne hitrosti v smeri potovanja atomov: atom absorbira foton,
ki ima gibalno koli¢ino v nasprotni smeri potovanja atoma, in ga spontano emitira v nakljuc¢ni
smeri. Uc¢inek mnozice taksnih absorpcij in emisij je sunek sile, ki nasprotuje gibanju atomov,
kar pomeni znizevanje hitrosti in s tem tudi temperature, ki je merilo za povprec¢no hitrost atoma.
Lasersko hlajenje izkoris¢a specificen prehod med energijskimi stanji atoma, ki so posledica hiperfine
strukture. Za uspesno absorpcijo je kljuéno, da atomi pri emisiji preidejo nazaj v zacetno stanje, saj
se le na ta nacin cikel lahko ponavlja. Tak prehod pri emisiji ni zagotovljen, kar reSujejo z laserskim
¢rpanjem (z drugo frekvenco) iz neustreznih stanj v zaetno stanje. Med zmanjSevanjem hitrosti
pa atomi zaradi Dopplerjevega efekta vidijo fotone z razlicnimi frekvencami (rdece premaknjene
glede na frekvenco na zacetku upocasnjevalnika), zato s spremenljivim zunanjim poljem uravnavajo
razcep hiperfinih stanj tako, da je frekvenca po Dopplerjevem premiku vedno v resonanci s frekvenco
prehoda. Tako upocasnjeni atomi imajo hitrost okoli 20 2 (7'~ 3 K) [6].

Pocasne atome ujamejo v magneto-opticno past (MOT), ki jo sestavlja 6 prekrizanih laser-
skih zarkov in kvadrupolno magnetno polje. Frekvenca laserjev je nekoliko rde¢e premaknjena od
frekvence za prej omenjeni prehod. V kolikor se atom izmakne iz sredis¢a, se razcep energijskih
nivojev v magnetnem polju spremeni, frekvenca laserjev je v resonanci in prej opisana sipalna sila
atom potisne proti sredis¢u pasti. S taksno metodo je mogoce dosec¢i temperature do nekaj pK.
S postopkom degeneriranega ramanskega hlajenja je nato mogoce doseé¢i temperaturo 500 nK [6].
Bose-Einsteinovega kondenzata pa ni mogoce dose¢i samo s tehnikami laserskega hlajenja, temvec
je potrebno ohlajanje dokonc¢ati z evaporacijskim hlajenjem. Pri tem iz pasti, v kateri so atomi
termalizirani - njihove energije so porazdeljene po Boltzmannovi porazdelitvi - odstranijo atome
atomov kondenzira v osnovno stanje. Eksperimentalno je proces evaporacije zelo zahteven zaradi
mnogih mehanizmov izgub, ki otezujejo uresni¢enje zadostne faznoprostorske gostote atomov, ki je
potrebna za prehod v BEC [6]. Na Institutu “Jozef Stefan” so potrdili BEC cezijevih atomov 31. 3.
2017 pri 200K, z 1.5 x 10* atomi v pasti [7].
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3. Teoreticéni opis Bose-Einsteinovih kondenzatov

3.1 Kondenzacija

Iz statisticne mehanike je znan rezultat za povpreéno zasedbeno Stevilo bozonov v odvisnosti od
energije )

fle) = ele—m/kT _ 1 (2)
Pri nizkih temperaturah je kemijski potencial p blizu energije osnovnega stanja. V taksnem rezimu
zasedbeno Stevilo hitro pada z naras¢anjem energije stanj in ima pol v nicli energije, ki jo postavimo
na energijo osnovnega stanja. Vzbujena stanja lahko Se vedno obravnavamo kot kontinuum stanj,
osnovno stanje pa moramo upostevati posebej. Pricakovano sStevilo delcev v vzbujenih stanjih tako
izra¢unamo z integralom

Now = /0 g(e)f(e)de , (3)

kjer je g(€) ustrezna gostota stanj. Rezultat integrala je odvisen od stevila prostostnih stopenj delcev
in temperature, ni pa odvisen od celotnega stevila delcev v plinu, ki ga obravnavamo. Lahko se torej
zgodi, da je v sistemu pricakovano Stevilo delcev v vzbujenih stanjih znatno manjse od celotnega
stevila delcev. Kriti¢na temperatura je tista temperatura, pri kateri je rezultat integrala (3) natanko
enak stevilu delcev v plinu. V vzbujenih stanjih je takrat na voljo ravno “dovolj prostora” za vse
delce. Pri nizjih temperaturah pa preostali del bozonov zaseda osnovno stanje in rec¢emo, da so
delci presli v Bose-Einsteinov kondenzat. Stevilo delcev v kondenzatu prav tako izraé¢unamo preko
integrala (3) in zahtevamo ohranitev stevila delcev Ng = N — N,,. Rezultat je preprost:

e (2]

V tem izrazu je « lastnost sistema (za plin v Skatli « = 3/2, za tridimenzionalni harmonski po-
tencial o = 3). Ce zadostimo pogojema dovolj nizkih temperatur in visoke gostote delcev, lahko
pricakujemo, da bomo nasli koncen delez bozonov v osnovnem enodelénem stanju [4].

3.2 Interakcija med atomi

Tipi¢en plin atomov alkalijskih kovin v poskusih z BEC je dovolj redek, da v njem prevladujejo inter-
akcije med pari atomov. Zaradi tega lahko pricakujemo zanesljive napovedi lastnosti takega plina,
¢e poznamo sipanje dveh delcev. Alkalijski atomi so pri temperaturah, pomembnih za eksperimente
z BEC, v osnovnem elektronskem stanju, lahko pa prehajajo med razlicnimi hiperfinimi stanji, ki
smo jih omenjali Ze pri hlajenju.

V kontekstu sipanja imenujemo notranja stanja obeh atomov pred in po trku sipalni kanal. Pri
elasticnem sipanju je konéno stanje enako zac¢etnemu, pri neelasti¢nih procesih pa se konéno stanje
atomov razlikuje od zacetnega. Zaradi spremembe v notranji strukturi (v formalizmu se to odraza v
razlicnih kvantnih stevilih) lahko na atom v kon¢énem stanju deluje drugacen potencial kot na atom
v zaCetnem stanju. Tako je lahko v magnetnem polju pasti atom z neko projekcijo magnetnega
momenta v stabilni legi, atom z nasprotno projekcijo magnetnega momenta pa v labilni legi. Ker
magnetno polje v pasti ustrezno deluje na atome v toéno dolotenem stanju hiperfinega razcepa, je
neelastiéno sipanje eden glavnih vzrokov za izgube v magnetnih pasteh. Ce je energija konénega
stanja nizja ali enaka energiji zaCetnega stanja, kanal oznacujemo za odprt, ¢e pa je energija v
kon¢énem stanju previsoka, je takSen kanal zaprt. Sklapljanje med kanali je vzrok za Feschbachove
resonance, s pomocjo katerih je mogoce spreminjati tako mo¢ kot tudi predznak sile med atomoma.
Najpomembnejsa vrsta interakcije med dvema alkalijskima atomoma je van der Waalsova sila, ki
ima obliko potenciala —a/r®, kjer je r razdalja med atomoma.
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3.2.1 Osnove sipalne teorije in sipalna dolzina

Pri obravnavi medsebojnega sipanja dveh alkalijskih atomov se lahko takoj omejimo na sferi¢no
simetri¢ni potencial. V nadaljevanju uporabljam r, 6 in ¢ kot standardno vpeljane sferne koordinate
in problem obravnavamo v tezistnem sistemu obeh atomov. Valovno funkcijo za delec, ki se sipa,
lahko zapiSemo v obliki ¥ (x) = 1o(x) + ¥sc(x), torej vpadnega dela in sipanega dela. Vpadni val
naj potuje vzdolz osi z. Sferno simetric¢en potencial ima tudi simetrijo po ¢, zato lahko valovno
funkcijo, ki ustreza vpadnemu ravnemu valu, razvijemo po sfernih harmonikih, ki so odvisni le od

0:

elh? = i i'(21 + 1)5;(kr) Py(cos 6) (5)
1=0
= (2 + 1) fiP(cos ) (6)
1=0
eikr
Un(e) = e + — fi(0) - (7)

Tak pristop imenujemo parcialni valovi. V limiti nizkih energij delcev, torej k — 0, pa v razvoju
ostanejo pomembni le Se izotropni ¢leni, tako imenovnani valovi s. Kotna odvisnost fj se izgubi
in valovno funkcijo lahko v priblizku zapisemo tudi kot i (x) = 1 — ¢ [4]. V tej limiti definiramo
sipalno dolzino prek faznega zamika kot

1
lim kcotd(k) = —— 8
lim f cot 6(k) = —— 5)

kjer je 0 fazni zamik izhajajocega valovanja [8].

V obmoc¢ju majhnih energij, ki je za obravnavo BEC ustrezno, lahko interakcijo med atomi
opiSemo s sipalno dolzino a. Sipalne dolzine ni mogoce analiti¢no izracunati, ne le ker so atomi
alkalijskih kovin mnogodel¢ni sistemi, ampak tudi zato, ker je na zelo zapleten nac¢in odvisna od
energij razlicnih notranjih kanalov, v katere se lahko atoma sipljeta.

3.2.2 Povezava efektivne interakcije s sipalno dolzino

Interakcije med atomi so moc¢ne, a nastopijo le, ko so atomi zelo blizu skupaj, kar nam pove Ze oblika
van der Waalsove sile. Da bi se izognili natan¢ni obravnavi interakcij med posameznimi atomi,
je ugodno vpeljati efektivno interakcijo, ki bo povzela medsebojno delovanje atomov v priblizku
dolgih valovnih dolzin oziroma nizkih frekvenc. Spomnimo se, da je za obravnavo Bose-Einsteinovih
kondenzatov primerna limita nicelne energije, ki ustreza nic¢elnim valovnim vektorjem k iz (7).
Racun v reprezentaciji gibalne koli¢ine (p), ki je podrobneje opisan v [4], v limiti £ = 0 pokaze, da
se efektivni potencial zapise kot

Arh2a

Uo(k, k', E)|k=k=p=0 = (9)

Tako sta torej povezana medatomska interakcija in sipalna dolzina a. V koordinatni reprezentaciji
() interakciji ustreza inverzna Fourierova transformacija izraza (9), torej Upd(x — x’), kjer sta @
in 2’ legi dveh delcev. V tem priblizku atomi vplivajo drug na drugega le ob neposrednem stiku.
Temu recemo tudi kontaktna interakcija.

3.3 Enacba Grossa in Pitaevskega

V prejsnjih poglavjih smo obravnavali posamezne atome in njihovo interakcijo v parih. Ogledali
smo si tudi termodinamski pogled na redek plin atomov pri nizkih temperaturah. Ob takSnem
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poteku razprave se naravno postavi vprasanje, kaj lahko povemo o lastnostih plina, ¢e o njem
razmisljamo kot o kvantnomehanskem sistemu veliko delcev. Odgovor na to vprasanje predstavlja
enacba Gross-Pitaevskega (v nadaljevanju tudi GPE), ki opisuje dinamiko nehomogenega plina
bozonov pri temperaturi nic.

Ko plin v celoti doseze stanje Bose-Einsteinove kondenzacije, v zelo dobrem priblizku velja,
da vsi bozoni zasedajo isto enodeléno stanje ¢(r). Valovno funkcijo mnogodelénega sistema lahko
potem zapiSemo kot

N
U(ry,re,..orn) = [ [ é(rs) (10)
=1

kjer so produkti na desni strani enacaja tenzorski. Valovna funkcija ¢ je normirana na 1. Sistem
opisuje Hamiltonov operator

N 2

p;

H= Z; {2m +V(ri)} +Ug;5(ri—r]—), (11)
kjer smo ze upostevali efektivno interakcijo (9), privzeli smo torej, da je plin redek. Poleg tega da
vsi bozoni v BEC zasedajo isto enodeléno stanje, vemo tudi, da ima to stanje najnizjo energijo. Do
enacbe Gross-Pitaevskega torej vodi minimizacija energije mnogodelénega stanja (10) pri zahtevi,
da je stevilo delcev konstantno. Ker iS¢emo ustrezno valovno funkcijo, gre za variacijski problem.
ZapiSemo lahko torej 6F = 0F — pdN = 0, kjer je F' ravno prosta energija in p kemijski potencial.
Celotno energijo s prej definirano valovno funkcijo (10) zapisemo kot
N -1

2

in variacijo izvedemo po ¢*. Valovna funkcija je kompleksna in pri variaciji sta realni in kompleksni

2
E= N/dr {Q}in‘vcf)(r)ﬁ +V(r)o(r)]* + Uolo(r)[* (12)

del funkcije neodvisna. Temu pa je ekvivalentno, da variacijo izvedemo neodvisno po ¢ in ¢*.
Rezultat obeh variacij sta kompleksno konjugirani enacbi, tako da zadostuje zapis le ene od enach
(torej en variacijski ra¢un).
Z uvedbo valovne funkcije kondenzata v, tako da je ¢(r) = v/ Né(r), se stacionarna oblika
enacbe Gross-Pitaevskega zapise kot
2
—%V%(T) + V() (r) + Uol(r) P (r) = pab(r) . (13)
Vrednosti valovne funkcije kondenzata so sorazmerne vrednostim enodel¢ne valovne funkcije, ki
jo zasedajo vsi bozoni v BEC. Tako kvadrat absolutne vrednosti ¢ predstavlja verjetnost, da na ne-
kem mestu najdemo bozon, kvadrat absolutne vrednosti ¢ pa Stevilsko gostoto delcev v kondenzatu
na danem mestu.
S podobnim racunom, pri katerem bi iskali ekstremal akcije pri konstantnem stevilu delcev, bi
prisli do ¢asovno odvisne enatbe Gross-Pitaevskega:
0 n? o 2
1h&1p(r,t) = (V +V(r)+ Usly(r)] > w(r,t). (14)

2m

Enacba (13) ima obliko nelinearne Schrédingerjeve enacbe, kjer je potencial sestavljen iz pri-
spevka zunanjega potenciala V' in nelinearnega ¢lena U0|¢(r)]2, ki opise interakcijo med bozoni.
Izpeljava je povzeta po [4] in [9].

4. Numeriéno reSevanje enacbe Gross-Pitaevskega

Enacba (14) opisuje dinamiko Bose-Einsteinovega kondenzata. V tem poglavju se bom posvetil
reSevanju taksne enacbe in se osredotocil predvsem na spektralne metode, ki so za ta problem
najprimernejse [10, 11].
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4.1 Brezdimenzijska oblika enac¢be

Za numeri¢no ra¢unanje je ugodno enacbe zapisati v brezdimenszijski obliki, saj se tako lahko izo-
gnemo numeri¢nim napakam, ki bi nastale kot posledica rac¢unanja z zelo velikimi oziroma z zelo
majhnimi stevili. Izhodisce ostaja enacba (14), a se omejimo na konkretni primer, ko se kondenzat
nahaja v zunanjem harmoni¢nem potencialu v treh dimenzijah
m

Vir)= E(wixQ + w§y2 + w?2?) . (15)
Brezdimenzijski ¢as vpeljemo z £ = w,t in lego skaliramo z 7 = 7 /ag, kjer je ag = r/h/mw, (karak-
teristicna dolzina harmonskega oscilatorja). Obravnavamo za faktor pomnozeno valovno funkcijo s
predpisom 1/; = ag/ 2¢. Na ta nac¢in lahko ¢asovno odvisno GPE zapisemo v od dimenzij neodvisni
obliki (vijuge nad brezdimenzijskimi koli¢inami so izpuscene)

Otp(r, 1)

= = —%Vzw(r,t) + V() (r,t) + malo(r, 1) P (r, 1) (16)

kjer je k parameter medatomske interakcije [10]. Indeks d v potencialu in interakcijskem parametru
oznacuje, da enacbo lahko prilagodimo tudi za racunanje v dveh ali eni dimenziji, ko » = (z,y) ali
r = x. Za tri dimenzije potencial zapisemo kot

1
Vir) = 5@ + 290 + 4222 (17)

pri Cemer sta parametra definirana kot v, = wy/w, in v, = w,/w,. Enacba Grossa in Pitaevskega
je za harmoni¢ni zunanji potencial dolocena s tremi parametri v treh dimenzijah, z dvema v dveh,
v eni dimenziji pa enacbo dolo¢a le parameter  [10].

Taksna redukcija na nizje dimenzije je uporabna, ker je v eksperimentu mozno dose¢i BEC oblike
diska ali cigare, in postane katera izmed dimenzij “nepomembna’”. Za taksSen rezim lahko pricaku-
jemo, da bomo lahko kvalitativno pravilno napovedali pojave tudi z ra¢unom v manj dimenzijah,
ki je ustrezno racunsko lazji. Znizevanje dimenzij pa je koristno tudi za analizo metode reSevanja,
ki jo bom predstavil v nadaljevanju.

4.2 Trotter-Suzukijev razcep

Enacbo Gross-Pitaevskega lahko formalno prepisemo v operatorsko obliko
i = (D+N) v, (18)

kjer smo uvedli operator D kot linearen operator kineti¢ne energije in N kot nelinearen operator, ki
predstavlja vsoto potenciala in nelinearnega ¢lena v enacbi (16). Resitev linearne Schrodingerjeve
enacbe lahko formalno zapiSemo z operatorjem ¢asovnega razvoja kot ¢ (z,t) = exp(—itfl )¢(x, 0),
zaCetno stanje torej z eksponentno funkcijo Hamiltonovega operatorja propagiramo v ¢asu. TakSen
zapis analiti¢no velja za vse ¢ase t. Enacbo bomo resevali numeri¢no, zato se napakam ne bomo
mogli izogniti. Zato tudi resitev enacbe (18), ki sicer ni linearna, formalno zapisemo kot razvoj
zaCetnega stanja z eksponentno funkcijo tokrat nelinearnega operatorja

W@t +dt) = exp(—idt(f) + N))w(x, ). (19)

Pri tem se zavedamo, da v okviru numeri¢ne integracije vse zveze veljajo le znotraj enega ¢asovnega
koraka [12].

Eksponentna funkcija taksnega sestavljenega operatorja ni eksplicitno izra¢unljiva, zato ni pri-
merna za uporabo v numeri¢nih izracunih. Znano pa je, da je operatorska eksponentna funkcija
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exp (z/l) eksplicitno izra¢unljiva v prikladni bazi (na primer v bazi lastnih funkcij splosnega opera-
torja fl) V primeru operatorskih funkcij eksponent vsote seveda ni enak produktu eksponentov, saj
operatorja A in B v sploSnem ne komutirata. Za poenostavitev ra¢unov se moramo torej posluziti
priblizka s faktorizacijo, motivacija za katero je Trotterjeva formula
PO ) Z 4 Z A\ "
exp <z(A + B)) = lim {exp<fA> exp(—B)} , (20)
n—00 n n

ki nam zagotavlja, da za majhne vrednosti eksponenta vsaj priblizno velja enakost med eksponentom

vsote in produktom eksponentov. Natancénost priblizka s faktorizacijo lahko izboljsamo do drugega
reda v z s simetri¢no shemo [13]

exp <z(fl + B’)) = exp(%/l) exp (zé) exp(%/l) +0(2%) . (21)
S pomocjo taksne faktorizacijske formule lahko numeri¢no integriramo GPE v okviru spektralnih
metod, ki jih predstavim v nadaljevanju.

4.3 Spektralne metode

Spektralne metode so skupina tehnik za numeri¢no reSevanje diferencialnih enacb. Iskano funkcijo
zapisemo kot (konéno) vsoto baznih funkcij in zaetno diferencialno enacbo prevedemo na enacbe
za koeficiente razvoja, ki poenostavijo problem [14]. Izbira baznih funkcij je odvisna od problema,
vsekakor stremimo k temu, da bi problem z metodo poenostavili.

Vrnimo se zdaj na na$ konkretni problem. Za ¢asovno odvisno enacbo Gross-Pitaevskega v
eni dimenziji, lahko na formalnem zapisu resitve (19) uporabimo razcep (21), napaka priblizka
z razcepom je odvisna od dolzine casovnega koraka dt. Eksponentna funkcija operatorja D je
eksplicitno izra¢unljiva v prostoru valovnih vektorjev k; za koeficiente Fourierove transformiranke
P je exp(—idtﬁ) = exp(—idtk2 / 2). Simbolno lahko ra¢unamo

idt

Ywt+dt) = e 2 Ne WD Ny (g ) —
s et 8] e

Z oznako F smo oznadcili Fourierovo transformacijo po x, z oznako F~! pa njeno inverzno transfor-
macijo [12].

Enac¢ba (22) predstavlja predlogo, po kateri lahko zasnujemo algoritem za numeri¢ni izra¢un in
ga nato implementiramo.

4.4 Diskretizacija

Zvezno funkcijo prostorske in Casovne spremenljivke nadomestimo z naborom kompleksnih funk-
cijskih vrednosti na diskretni mrezi. Lastnosti mreze klju¢no vplivajo na natanénost izracunov.
Diskretizacijo opravimo za eno dimenzijo, posplositev na ve¢ dimenzij namre¢ ni odvisna od kon-
kretne enacbe (GPE).

Izberemo interval na katerem numeri¢no resujemo enacbo = € [a, b], prostorsko velikost mreze
h = Ax = (b—a)/M za neko sodo pozitivno stevilo M in ¢asovni korak 7 = At > 0. Tedaj oznac¢imo

zj=a+jh, t,:=n7; j=0,1,.M, n=0,1,2,... (23)

Notaciji dodamo Se ¥7 = (z;,t,), aproksimacijo valovne funkcije na j-ti tocki pri n-tem casu.
V eksperimentu je kondenzat prostorsko omejen s potencialom in prakti¢no je izbrati dovolj velik
interval [a,b], tako da ima na robovih obmo¢ja valovna funkcija zanemarljivo majhne vrednosti
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Yy ~ Y, ~ 0. V tem primeru sta oba robna pogoja smiselna in ekvivalentna: Dirichletov (¢f =
= 0) in periodi¢ni (¢ = ¥};). Za uporabo Fourierove transformacije je mnogo bolj prakticen
periodic¢ni robni pogoj, medtem ko se za metode konc¢nih diferenc uporablja Dirichletovega.

Izbira velikosti in natanc¢nosti mreZze neposredno vpliva na natané¢nost numeri¢cne metode, ki
jo uporabljamo. Ker pa je uporabljena spektralna metoda dovolj stabilna, pogosto hujso omejitev
kot metoda predstavljajo fizikalni pojavi, ki jih simuliramo. V primeru ena¢be GPE namre¢ lahko
majhne spremembe parametrov privedejo do velikih razlik v rezultatih - konkreten primer so ca-
sovne in prostorske modulacije koli¢in. Prostorsko mrezo je potrebno izbrati tako, da dobro opise
morebitne valove, ki bi nastali med ¢asovnim potekom - to za ravni val pomeni ve¢ kot dve tocki
na valovno dolzino, prakti¢no pa jih seveda zelimo Se vsaj nekaj ve¢. V casovnem delu se lahko
spreminja zunanji potencial ali pa vrednost interakcijskega parametra k4 in ¢asovni korak mora spet
dobro vzorciti ¢asovni potek sprememb, v primeru konstantnega harmonskega potenciala pa je po-
membno, da je ¢asovni korak nekajkrat manjsi od nihajnega ¢asa v potencialu. V kolikor zadostimo
ostrejsim izmed pogojev, ki jih postavljajo na eni strani ena¢ba sama in na drugi strani uporabljena
metoda, lahko pricakujemo, da bo numeri¢na simulacija dala fizikalno smiselne rezultate.

4.4.1 Casovno-razcepna spektralna metoda (TSSP)

Metoda teoreti¢no opisana v 4.2 in 4.3 razdeli enacbo v ¢asovnem koraku od ¢,, do ¢,,+1 na dva dela.
Efektivno najprej resujemo:

100, ) = —% ath (2,1 | (24)

in potem za isti korak Se enacbo
22

10pp(x,) = 59(@,t) + w1y (a, ¢ ), t) (25)

Prvo enacbo lahko prek Fourierove transformacije integriramo to¢no, druga enacba pa je linearna
navadna diferencialna enacba, saj se da pokazati, da pri (25) velja tudi d|¢|*> = 0 in jo prav tako
integriramo toc¢no [11]. Ta razcep simetri¢no zapisemo po obrazcu (21):

2
=] (o)

M/2-1

*ok 1 . k2 N . .
Pt = i Z exp [—17'21] ) expliky(z; —a)], j=0,1,..,.M -1
I=—M/2
P = ex il a:j + ry| 03P ) |, j=0,1,..., M —1 (26)
7 - p 2 2 1 7 70 J=uU1L.., ’
kjer zﬁl* predstavlja Fourierov koeficient vmesne funkcije ¢* in je definiran prek diskretne Fourierove
transformacije
27Tl =
ky = Z exp|—iki(z; —a)], 1=—M/2,..,M/2—1. (27)

7=0

Napaka aproksimacije izvira izkljuéno iz ¢asovnega razcepa enacbe (Trotter Suzukijevega razcepa).
Povzeto po [10].

Tako definirana metoda se izkaze za najbolj u¢inkovit nac¢in resevanja GPE. TSSP je eksplicitna
metoda, saj na nobenem koraku ni potrebno resevati sistema enacb. Metoda ohranja vsoto |¢j|2
(torej stevilo delcev). Casovna zahtevnost je O(M%log(M)), kar ustreza zahtevnosti FFT. Tudi iz
sheme (26) je razvidno, da razen Fourierovih transformacij algoritem zahteva le mnozenje vrednosti

na mrezi s stevili.
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4.4.2 Alternativne metode

Med potencialne alternativne nacine reSevanja spada veliko metod, a eksplicitne in implicitne me-
tode konénih diferenc niso primerljive z u¢inkovitostjo TSSP metode [10]. Kot alternativa se omenja
Crank-Nicolsonova metoda konénih diferenc (CNFD), a je ¢asovno izjemno zahtevna, saj na vsakem
koraku zahteva resevanje sklopljenega sistema nelinearnih enach, ki ima ¢asovno zahtevnost mnogo
vigjo od O(M?) (odvisnost za sistem linearnih enach), kjer d predstavlja dimenzijo problema. Pri
reSevanju s CNFD se tudi ni mogoce izogniti ra¢unanju z numeri¢no natancénostjo, saj v nasprotnem
primeru ra¢un ne ohranja energije [11]. Casovno zahtevnost izboljsajo relaksacijska metoda konénih
diferenc (ReFD) in semi-implicitna metoda konénih diferenc (SIFD), ki v primerjavi s CNFD apro-
ksimirata nelinearen ¢len v enacbi GPE in s tem poenostavita sistem na vsakem koraku na linearen
sistem enacb (v eni dimenziji gre kar za tridiagonalnen sistem, ki ga s Thomasovim algoritmom
resimo v O(M)) [11]. O izbiri metode na koncu odlo¢ajo predvsem prakti¢ni vidiki, torej v grobem
razmerje natancnosti in racunske zahtevnosti ter zahtevnosti za implementacijo. V vseh primerja-
vah, ki so jih opravili [10] in [11], pa je TSSP metoda natan¢nejSa in manj racunsko zahtevna od
vseh zgoraj navedenih metod in je prepri¢ljivo najustreznejsi nacin za simulacijo Bose-Einsteinovih
kondenzatov.

4.5 Simulacija

Simulacijo zaénemo z iskanjem lastnega stanja sistema, ki ga potem izpostavimo nenadni spremembi
in opazujemo njegov Casovni razvoj. Stacionarne resitve GPE (16) za atome brez medsebojne
interakcije so enake lastnim stanjem harmonskega oscilatorja. Najnizje stanje za kvantni harmonski
oscilator predstavlja funkcija ¥(z) = a1/4 exp(—x2/2), ki jo vzamemo tudi za zacetni priblizek
lastnega stanja BEC z interakcijo v harmonic¢ni pasti.

Boljsi priblizek lastnega stanja poiStemo z iteracijo v imaginarnem ¢asu. To je standarden po-
stopek za numeri¢no iskanje osnovnega stanja, ki v linearni teoriji temelji na razvoju po lastnih
stanjih. Ce vpeljemo imaginarni ¢as 7 kot 7 = it vidimo, da vsi koeficienti razvoja v ¢asu ekspo-
nentno pojemajo, saj za set lastnih funkcij linearnega hamiltonjana |1);) velja

Nt LB B i
[0, t) = cili) e R =) eifgiye BT =€ 1T [9,0) . (28)
i=0 i=0

Najpocasneje pojema ravno koeficient pred stanjem z najnizjo energijo, torej osnovnim stanjem
sistema. Iteracijo izvajamo v kratkih ¢asovnih intervalih (z metodo opisano v 4.3) in na vsakem
koraku valovno funkcijo normiramo. Na tak nacin valovna funkcija konvergira proti osnovnemu
stanju sistema. Ko s taksno metodo poiStemo lastno stanje, spremenimo parametre sistema in
z razvojem v realnem c¢asu opazujemo dinamiko kondenzata. Za vse numeri¢ne simulacije sem
uporabljal programsko opremo, ki jo je prispeval dr. Rok Zitko [15].

4.5.1 Trk solitonov

V primeru brez zunanjega potenciala ima GPE za privla¢no interakcijo med atomi (k1 < 0) v
1D tocno solitonsko resitev [16]. Soliton je valovni paket, ki pri potovanju s konstantno hitrostjo
in pri trkih z drugimi solitoni ohranja svojo obliko. Za njegovo obstojnost so kljuéni nelinearni
pojavi, ki nasprotujejo disperziji. Radi bi preverili, ali osnovno stanje BEC v harmonski pasti
izkazuje solitonske lastnosti. Ce osnovno stanje sistema v primeru privlaéne interakcije izmaknemo
iz minimuma potenciala, valovni paket niha in pri tem ohranja svojo obliko.
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Slika 1. Simetricen in nesimetric¢en trk solitonov v harmonskem potencialu. Zgoraj: solitona z enako fazo, spodaj:
solitona z nasprotno fazo.

Oglejmo si trk dveh solitonov v eni dimenziji. Iz osnovnega stanja sistema sestavimo dva valovna
paketa, vsakega na svoji strani minimuma potenciala. Poleg lokacije obeh solitonov je pomembna
tudi faza njune valovne funkcije in na mestu trka lahko pricakujemo kvantne interferenéne pojave,
zanimali pa se bomo seveda za |1)|?. Lo¢imo lahko dva mejna primera: solitona sta v fazi in solitona
sta v protifazi. Na sliki 1 so prikazani trki solitonov. Pri trku solitonov v fazi je opazen intenziven
vrh na mestu trka, takoj po trku pa imata solitona enako hitrost kot ob vstopu. Pri trku solitona
ohranita svoje lastnosti tudi v primeru protifaze A¢ = 7, kar prav tako vidimo na sliki 1. Simulacija
predvideva, da solitona nemoteno preideta drug skozi drugega, kar je razvidno iz naklona obeh ért,
ki ju v ¢asu opiSeta vrhova solitonov - naklon pred trkom je enak kot po njem. Solitoni se med
seboj torej ne odbijajo, hitrost ostaja enako predznacena za oba solitona. Taks$no obnasanje BEC
je bilo kvalitativno potrjeno tudi v eksperimentih [16].

4.5.2 Modulacija interakcije

Enac¢ba (16) ima v eni dimenziji en sam prost parameter, . Zanimiv je primer, ko je s odvisen od
Casa, saj je mogoce predznak in mo¢ medatomske interakcije spreminjati tudi v eksperimentu. V nu-
meri¢nem rac¢unu za ¢asovni potek (t) privzamemo znano obliko signala k(t) = kpc + Kac sinwgct.
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Casovni razvoj zaénemo v lastnem stanju sistema pri K = kpc. Spreminjanje valovne funkcije v éasu
spominja na vzbujanje nihala, saj sta obdobje neurejenega vzbujanja in urejenega nihanja dokaj
jasno lo¢eni. Modulacija interakcije povzroc¢i periodi¢no spreminjanje valovne funkcije. Ob priblizno
nespremenjeni ovojnici lahko v |1 opazimo pojav, ki spominja na stojece valovanje (levo na sliki 2).
Sc¢asoma se vzpostavi stacionarno stanje, v katerem pa amplituda modulacije ni konstantna, temvec
se periodi¢no spreminja s ¢asom. Spreminjanje prikazuje graf desno na sliki 2.

lw
0.5 Al)
0.08

0.06
0.04

0.02

6 x/ay 0.00 wyt

Slika 2. Casovno odvisni parameter #(t) = 3-+2.5 sin 20w,t Levo: znaéilna oblika absolutne vrednosti valovne funkcije
kondenzata, desno: ¢asovna odvisnost amplitude gostotne modulacije.
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Slika 3. Valovno §tevilo gostotne modulacije pri razli¢nih vrednostih frekvence vzbujanja wq., brez zunanjega har-
monic¢nega potenciala in parameter li(t) = —0.3 4+ 3.58in wqct

Med seboj lahko primerjamo tudi lastnosti modulacije gostote pri razliénih parametrih vzbu-
janja. Taksne odvisnosti so tudi eksperimentalno lazje preverljive, saj je ve¢ina merilnih tehnik
invazivnih in je le s tezavo mogoce spremljati Stevilsko gostoto kondenzata v ¢asu. Za valovno Ste-
vilo gostotne modulacije velja preprosta analiticna formula kf = \/mwac/h [17], ki sem jo preveril
z numeri¢nimi izracuni. Rezultat je prikazan na sliki 3, od koder je razvidno, da se izra¢uni dobro
ujemajo z napovedjo, celo do numeri¢ne vrednosti prilagoditvenega parametra a. Vsaka tocka na
grafu predstavlja izvedeno simulacijo, torej celoten razvoj zaCetnega stanja v Casu.

5. Zakljucek

Bose-Einsteinovi kondenzati so fizikalni sistemi, ki nam omogocajo neposreden vpogled v kvant-
nomehanske pojave. Ker je mogoce atome natanc¢no nadzorovati z laserji in magnetnimi polji,
se na tem podroc¢ju odpira ogromno moznosti za eksperimente. Za boljSe nacrtovanje smiselnih
eksperimentov so potrebni trdni teoreti¢ni temelji, ki jih v primeru BEC predstavljajo numeri¢ne
simulacije.

Matrika 6 (2019) 2 11



Tomaz Cvetko

Enacba Grossa in Pitaevskega dolo¢a dinamiko sistema in zaradi nelinearnosti enacbe se ni mo-

goce izogniti numeri¢nemu resevanju. V tej vlogi je zelo uporabna predstavljena spektralna metoda

TSSP, ki omogoca uéinkovito ra¢unanje, hkrati pa je ¢asovno simetri¢na in ohranja normalizacijo

[11].
Kljub temu da brezdimenzijska enacba Gross-Pitaevskega nima veliko prostih parametrov, omo-

goca ¢asovno odvisni problem veliko moznosti za raziskave lastnosti Bose-Einsteinovih kondenzatov.

Velika prednost tovrstnih raziskav pa je tesna povezava z eksperimentom, ki odlo¢a o pravilnosti

napovedi.
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