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V ¢lanku je predstavljena Zornova lema in nekaj ekvivalentnih formulacij. Prikazana je njena uporaba v teoriji
grup, kjer je dokazano, da lahko homomorfizme iz podgrup Abelovih grup v deljive grupe razsirimo na celotno Abelovo
grupo. V teoriji kolobarjev je s pomocjo Zornove leme pokazano, da vsak kolobar vsebuje maksimalni levi ideal in
da je presek vseh praidealov komutativnega kolobarja enak mnozici vseh nilpotentnih elementov kolobarja. Dokazan
je Cohenov izrek in njegova posplositev. V nadaljevanju je dokazan izrek, ki pravi, da ima vsak nenicelni modul nad
obsegom bazo. Njegova posledica pravi, da ima vsak vektorski prostor nad poljem bazo. S pomocjo te posledice je
pokazano, da v grupi z ve¢ kot dvema elementoma obstaja netrivialni avtomorfizem. Primer uporabe v teoriji grafov
pa je dokaz izreka, da vsak povezan graf vsebuje vpeto drevo.

ZORN’S LEMMA AND SOME APPLICATIONS

In this article Zorn’s lemma and some equivalent formulations are presented. An application in group theory is
presented by proving that homomorphisms from subgroups of Abelian groups to divisible groups can be extended to
the whole Abelian group. In ring theory Zorn’s lemma implies the existence of maximal left ideals in rings. Also, it
implies that the intersection of all prime ideals in a commutative ring is equal to the set of nilpotent elements of the
ring. Cohen’s theorem and it’s generalization are also proved. Using Zorn’s lemma, it is shown, that every nonzero
module over a division ring has a basis. The consequence of that is that every vector space over a field has a basis.
This corollary is used to prove that a group with more than two elements has a nontrivial automorphism. The use of
Zorn’s lemma in graph theory is shown when proving that every connected graph contains a spanning tree.

1. Uvod

Zornova lema (znana tudi kot Kuratowski-Zornova lema), ki jo lahko izpeljemo iz aksioma izbire,
je pomembno orodje v mnogih vejah matematike. Neodvisno drug od drugega sta jo formulirala
najprej Kazimierz Kuratowski (leta 1922), nato pa se Max Zorn (leta 1935), ki jo je predlagal kot
nov aksiom. Poimenoval jo je John W. Tukey [8, stran 7] v svoji topoloski knjigi leta 1941.

Ekvivalentna je med drugim tudi izreku Tihonova v topologiji in izreku o dobri urejenosti.
Ekvivalenco razumemo v smislu, da ¢e privzamemo aksiome Zermelo-Fraenkel (ZF) in eno od trditev,
potem druge sledijo. Torej Zornovo lemo lahko uporabljamo, ¢e privzamemo ZFC aksiome (Zermelo-
Fraenkel aksiome in aksiom izbire), kar bomo, razen v drugem razdelku, kjer dokazujemo ekvivalence
razlicnih formulacij, tudi storili.

2. Zornova lema in ekvivalentne formulacije

V tem razdelku definiramo pojme, ki jih potrebujemo v formulaciji Zornove leme. Najprej si oglejmo,
kaj je delna urejenost na neki mnozici in kaj je delno urejena mnozica.

Definicija 1. Relacija delne urejenosti na mnozici A je relacija z oznako <, ki zados$¢a naslednjim
pogojem:

1. za vsak a € A velja a < a (refleksivnost),
2. za vsaka a,b € Aiz a <bin b < a sledi a = b (antisimetri¢nost),

3. zavse a,b,c € Aiza <bin b < csledi a < ¢ (tranzitivnost).

Definicija 2. Delno urejena mnozica je par (A, <) mnozice A in relacije delne urejenosti <, defi-
nirane na A.
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Ce je iz besedila razvidno, katero relacijo imamo v mislih, za delno urejeno mnozico (A, <) pisemo
le A.

V formulaciji Zornove leme potrebujemo tudi delno urejene mnozice, v katerih lahko primerjamo
poljubna elementa. To nas pripelje do naslednje definicije.

Definicija 3. Naj bo (4, <) delno urejena mnozica. Ce za poljubna a,b € A velja a < b ali b < a,
pravimo, da je (A, <) linearno urejena mnozica.

Za elementa a in b, za katera velja a < b ali b < a, reCemo, da sta primerljiva.
Lema 1. Naj bo A delno urejena mnoZica. Ce je {a1,a9,...,a,} C A linearno urejena koncna
mnoZica za nekin € N, potem obstaja tak i € {1,2,...,n}, da jea; <a; zaj=1,2,...,n.

Dokaz. Lemo bomo dokazali z indukcijo na n. Za n = 1 lema oc¢itno velja. Predpostavimo sedaj, da

v {a1,as,...,a,_1} obstaja element a;, da je aj < a; za j =1,2,...,n — 1. Oglejmo si element a,,.
Bodisi je a, < a; in zato lema velja, ali pa je a; < a,. Tedaj je element a,, tak, da velja a; < a, za
J=1,2,...,n, saj zaradi tranzitivnosti relacije delne urejenosti iz a; < a; in a; < a, namrec sledi
a; < ap.

Naj bo sedaj A delno urejena mnozica. Zgornja mejo podmnozice B C A je tak element a € A,
da je b < a za vsak b € B. Maksimalni element mnozice A pa definiramo kot element a € A, za
katerega velja b < a za vsak b, ki ga lahko primerjamo z a.

Zgornja meja neke podmnozice ne obstaja vedno in ni nujno, da je vsebovana v tej podmnozici.
Ce na primer vzamemo mnozico naravnih §tevil ter obi¢ajno relacijo urejenosti, ima vsaka konéna
podmnozica zgornjo mejo (najvecji element v njej), mnozica veckratnikov stevila 2 pa zgornje meje
nima. Tudi maksimalni element ne obstaja vedno. Primer je mnozica {g € Q | 1 < ¢ < 2} z
obi¢ajno relacijo urejenosti, kjer je kandidat za maksimalni element §tevilo v/2, ki pa ni racionalno
Stevilo. Naslednji zgled pa pokaze Se, da ¢e maksimalni element obstaja, ni nujno en sam.

Zgled 1. Naj bo X = P(R) \ {0} (torej potenéna mnozica mnozice realnih Stevil brez prazne
mnozice). Na njej je definirana relacija delne urejenosti: za A, B € X je A < B, ¢e velja B C A.
Ocitno je relacija refleksivna in antisimetri¢na. Preverimo le tranzitivnost. Naj bodo A, B,C € X
ter naj velja A < B in B < C'. Iz definicije relacije sledi, da je B C A in C C B, od tod pa C C A,
kar pomeni A < C.

V X je vsaka enoelementna mnozica maksimalni element. To je res, saj je {x} € X primerljiva
z vsemi mnozicami, ki vsebujejo z, in je zato {x} C A za vsak A, ki vsebuje z. V X torej obstaja
nestevno mnogo maksimalnih elementov. To so tudi vsi maksimalni elementi, saj lahko iz vsake
neprazne mnozice S z vsaj dvema elementoma izberemo en element (recimo mu s) in zato velja

S < {s}.
Sedaj imamo vse potrebne definicije za formulacijo Zornove leme.

Izrek 2 (Zornova lema). Naj bo A delno urejena mnoZica. Ce ima vsaka linearno urejena pod-
mnoZzica mnoZice A zgornjo mejo, potem A vsebuje maksimalen element.

Zornova lema nam torej da le obstoj maksimalnega elementa, ni¢ pa ne pove o njihovem Stevilu.
Zapisali bi jo lahko tudi za minimalne elemente (kjer bi vsaka linearno urejena podmnozica morala
imeti spodnjo mejo), a je taka formulacija ekvivalentna tej v izreku [2] saj lahko relacijo delne ure-
jenosti obrnemo (torej namesto a < b sedaj velja b < a) in tako namesto maksimalnih elementov
dokazemo obstoj minimalnih.
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Lotimo se ekvivalentnih formulacij. Najprej bomo formulirali Aksiom izbire in dokazali njegovo
ekvivalenco z Zornovo lemo [2].

Aksiom 1 (Aksiom izbire). Najbo (4;);cz druzina nepraznih mnozic. Potem obstaja taka funk-
cija f:Z — J;ez Ai, da je f(i) € A; za vsak i € L.

Opomba 1. Funkcija f v zgornjem aksiomu se imenuje funkcija izbire.

Spodnji izrek nam pravzaprav zagotavlja, da lahko uporabljamo Zornovo lemo, ¢e predpostavimo
aksiome ZFC. Dokaz v [11].

Izrek 3. Zornova lema je ekvivalentna aksiomu izbire.

Tudi pomemben izrek v topologiji je ekvivalenten Zornovi lemi. V dokazu izreka Tihonova bomo
sledili [I0], v drugi smeri pa [6l, strani 75-76].

Izrek 4 (Tihonov). Neprazen produkt nepraznih prostorov [[;c7 Xi je kompakten natanko tedaj,
ko je X; kompakten za vsak i € L.

Za dokaz izreka potrebujemo naslednjo lemo ter izrek Alexandra za podbaze, ki nam pove, da
lahko kompaktnost preverjamo s pomocjo pokritij s podbaziénimi okolicami.

Lema 5. Naj bodo (X, 7;) kompaktni prostori za vsak i € Z, naj bo X = [[,c1 X; prostor opremljen
s produktno topologijo in naj bo w; : X — X; projekcija. Potem vsako odprto pokritje U prostora X,
ki je sestavljeno iz elementov mnozice {m; "(U) | U € 7;,i € I}, vsebuje koncéno podpokritje.

Dokaz. Naj bo U C {r;'(U) | U € 7;,i € I} pokritje prostora X. Definirajmo V; = {U €
Ti | 7ri_1(U) € U}. Pokazimo, da obstaja tak ig € Z, da je V;, pokritje za X;,. Ce tak ip € Z ne
obstaja, potem za vsak ¢ € Z obstaja neki z; € X;, ki ni vsebovan v nobeni mnozici iz V;. Izberimo
tak e € X, da je m;(e) = z; za vsak i. Element e torej ni vsebovan v nobeni mnozici iz U, kar pa je
v protislovju s predpostavko, da je U pokritje za X.

Torej lahko izberemo tak ig € Z, da je V;, pokritje za X;,. Ker pa je (Xj,,7i,) kompakten,
obstaja konéno podpokritje Uy, Uz ..., U, € V;y, da je X;, = U;?:l Uj;. Odprto pokritje za X je torej
{m "(U;) | §=1,2,....k}.

Opomba 2. V dokazu smo pri izbiri e € X uporabili aksiom izbire.

Izrek 6 (Izrek Alexandra za podbaze). Naj bo (X, T) topoloski prostor in naj bo P podbaza
topologije . Ce ima vsaka druzina mnoZic iz podbaze P, ki pokrije X, koncéno poddruzino, ki prav
tako pokrije X, potem je X kompakten.

Dokaz. Naj bo P podbaza za 7 in naj za vsako pokritje X z mnozicami iz P obstaja koncéno
podpokritje. Denimo, da X ni kompakten.

Mnozico vseh odprtih pokritij prostora X, ki nimajo kon¢nega podpokritja, ozna¢imo z F in
jo delno uredimo z inkluzijo. Mnozica F ni prazna, saj X ni kompakten. Naj bo {E,} poljubna
linearno urejena podmnozica mnozice F. Pokazimo, da je E = |, F njena zgornja meja. O¢itno je
FE pokritje za X, saj je unija pokritij. Pokazati moramo Se, da ne obstaja neko konéno podpokritje.
Naj bo {U;,Us,..., U} neka konéna podmnozica E. Potem za vsak i € {1,2,...,k} obstaja «,
da je U; € E,,. Ker je {E,} linearno urejena, je tudi {Ey,, Eas, - .., Fa, } € {Eq} linearno urejena
in po lemi [I| sledi, da obstaja E,,, da je E,, C E,, za vsak ¢ = 1,2,...,k. To pomeni, da E,,
vsebuje vse U;, ¢ = 1,2, ..., k in zato ne morejo biti pokritje za X, saj ne obstaja kon¢no podpokritje
pokritja E,,. Torej je E zgornja meja linearno urejene mnozice {Ey,}.
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Po Zornovi lemi obstaja maksimalni element M mnozice F. Pokazimo, da je S := MNP
pokritje za X. Ce to ni res, obstaja xo € X, ki ne pripada nobeni mnozici iz S. Ker je M pokritje
za X, obstaja O € M, da je g € O. Obstajajo V1, Va,...,V, € P, da je xg € ﬂ?zl V; C O, saj je
P podbaza topologije. Nobena od mnozic Vj (za j = 1,2,...n) ni v M, saj bi bil potem z( element
neke mnozice iz S. Zaradi maksimalnosti M, za vsak j € {1,2,...,n}, druzina mnozic M U {V;}
vsebuje konéno podpokritje za X. Ozna¢imo X = V; UUj, kjer je U; kon¢na unija mnozic iz M.
Sledi

X:ﬁ(VjUUj)Q ﬁ‘GUCJUjQOUOUj’
j=1 j=1 j=1 j=1

kar pa je v protislovju z dejstvom, da M ne vsebuje kon¢nega podpokritja. Torej je S pokritje za
X.

Ker je S vsebovana v P, po predpostavki obstaja konéno podpokritje za X. Ker pa je S
vsebovana tudi v M, konéno podpokritje ne obstaja, kar nas pripelje do protislovja s predpostavko,
da X ni kompakten.

Pokazimo sedaj, da je izrek Tihonova ekvivalenten Zornovi lemi. Ce predpostavimo, da Zornova
lema velja, izrek Tihonova hitro sledi iz izreka Alexandra za podbaze in prej$nje leme. V drugo smer
pa bomo pravzaprav dokazali aksiom izbire, a ker je ekvivalenten Zornovi lemi, bomo dokazali, da
velja tudi ta. Konstruirali bomo primeren produkt kompaktnih prostorov, iz njegove kompaktnosti
pa bo sledil obstoj funkcije izbire.

Izrek 7. Zornova lema je ekvivalentna izreku Tihonova.

Dokaz. Najprej predpostavimo, da velja Zornova lema, in ozna¢imo X = [[,c7 X;. Najbom; : X —
X; projekcija za vsak i € Z. Podbaza produktne topologije na X je druzina

P={r; U)|U€mn,icI}.

Po lemi 5| vsako odprto pokritje prostora X z mnozicami iz P vsebuje konéno podpokritje. Po izreku
[0] sledi, da je X kompakten.

Ce je X kompakten, sledi, da so za vsak i € T tudi 7;(X) = X; kompaktni, saj so zvezne slike
kompaktnega prostora.

Pokazimo Se, da iz izreka Tihonova sledi Zornova lema. Predpostavimo, da velja izrek Tihonova.
Pravzaprav bomo pokazali, da potem velja aksiom izbire, a ker sta z Zornovo lemo ekvivalentna,
velja tudi ta. Naj bo (X, )aea druzina nepraznih mnozic.

Najprej bomo definirali druzino topoloskih prostorov, za katere bomo pokazali, da so kompaktni.
Po izreku Tihonova bo sledilo, da je tudi njihov produkt kompakten. Od tod bomo sklepali, da je
produkt [, Xo neprazen.

Naj bo oo neka tocka, ki ni v nobenem X,, in naj bo Y, = X, U {oo} topoloski prostor s
topologijo 7o, = {0, {0}, X4, Yo} za vsak a € A. Prostor je ocitno kompakten, saj imamo le kon¢no
mnogo odprtih mnozic, torej je vsako odprto pokritje konéno.

Oznacimo z Y produkt prostorov [] ., Ya in ga opremimo s produktno topologijo. Po izreku
Tihonova je produkt Y kompakten. Za vsak a € A naj bo Z, tista podmnozica prostora Y, ki
vsebuje vse tocke, katerih o koordinata lezi v X,. Mnozica Z, je zaprta v Y, saj je X, zaprta v
Y.

Naj bo A C A konc¢na podmnozica. Koncen presek (), ca Za je neprazen, saj lahko izberemo
o € X, za o € A (konéno izbir) ter nastavimo z, = oo za a« € A\ A. Pokazimo, da je presek
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maEA Z, neprazen. Ce to ni res, potem je

Y = <ﬂ Za>c: U z.

acl a€A

Torej je {Z¢}aen odprto pokritje za Y, saj so Z,, zaprte mnozice. Iz kompaktnosti sledi, da obstaja
koncno podpokritje {Z§}aer, kar pomeni (), cp Zo = 0. Tako pridemo do protislovja, saj smo prej
pokazali, da je presek () ,ca Za neprazen za vsako kon¢no podmnozico A C A.

Ker je [[,ep Xa ravno presek (), ca Zo in ker je ta presek neprazen, je tudi [] ., Xo neprazen.

3. Uporaba v teoriji grup
V tem razdelku si bomo ogledali uporabo Zornove leme v teoriji grup na primeru spodnjega izreka.

Izrek 8. Naj bo D deljiva grupa, A Abelova grupa in B C A njena podgrupa. Homomorfizem
f: B — D lahko razsirimo do homomorfizma f: A — D.

Najprej definirajmo deljivost Abelovih grup.

Definicija 4. Abelova grupa (G, +) je deljiva, ¢e za vsak n € N in vsak g € G obstaja h € G, da
velja nh = g.

V dokazu bomo potrebovali tudi naslednjo lemo, ki pove, kaksne oblike so podgrupe aditivne
grupe celih Stevil.

Lema 9. PodmnoZica P aditivne grupe (Z,4+) je njena podgrupa natanko tedaj, ko je P = nZ za
nekin € NU{0}.

Dokaz. Pokazimo najprej, da je P = nZ podgrupa Z. Naj bosta nz; in nzs iz P za neka 21, 29 € Z.
Ker je nzy — nze = n(z1 — 22) iz P, je P podgrupa Z.

Sedaj privzemimo, da je P podgrupa Z. Ce je P = {0}, smo konéali. Sicer pa P vsebuje neko
nenicelno celo stevilo p, torej tudi —p. V P ozna¢imo z n element, ki je najmanjsi izmed naravnih
Stevil. Potem so tudi nz € P za z € Z. Torej je nZ C P. Pokazimo Se inkluzijo v drugo smer.
Element k£ € P lahko zapisemo kot k = gn+r zanekag e Zin0<r <n-—1. Sledir=k—qgn € P,
kar pa pomeni, da je r = 0, saj bi sicer zaradi pogoja 0 < r <n — 1 v P obstajalo manjSe naravno
Stevilo od n. Torej je k = gn € nZ in zato P C nZ.

Dokaz (izreka). Definirajmo S kot mnozico parov (C,g), kjer je C' podgrupa grupe A, za katero
velja, da je B njena podgrupa, g pa homomorfizem iz C' v D, za katerega je g|p = f, kot je
prikazano na spodnjem diagramu.

We—m Qe—

D.

X
f
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Mnozico delno uredimo: za (C,g),(C’,¢') iz S je (C,g) < (C",¢'), ¢e je C CC" in ¢'|c = g.

A

Vidimo, da S ni prazna, saj je (B, f) € S. S pomo¢jo Zornove leme bomo dokazali obstoj maksimal-
nega elementa (M, h), za katerega bomo pokazali, da je M = A. Torej bo h ravno homomorfizem,
ki ga zelimo, saj je h|p = f.

Vzemimo poljubno linearno urejeno podmnozico {(Cy, guo)}aca in pokazimo, da obstaja zgornja
meja. Naj bo C := J,cp Ca ter preverimo, da je to podgrupa A. Za ci,c2 € C obstajata Cy, in
Ca,, da je ¢; € C,,. Brez skode za splosnost lahko predpostavimo c;, c2 € Cy, (linearna urejenost).
Sledi ¢ — ¢ € C, € C. Definirajmo Se preslikavo g : C — D za z € C,, s predpisom ¢(z) = ga(x).
Preveriti moramo, da je dobro definirana. Naj bo x element Cp in C,. Zaradi linearne urejenosti
je (C,98) < (Cy,94) ali (Cy,g9,) < (Cg,gg). Brez skode za splosnost naj bo (Cg,gg) < (Cy, gy)-
Torej je x € Cg C C, ter g4|c, = gg, kar pomeni gg(z) = g,(z). Preslikava g je homomorfizem, saj
sta poljubna z,y € C elementa istega Cj za neki § (zaradi linearne urejenosti), torej je

g(x+y) = gs(x +y) = gs(x) + 95(y) = g(x) + g(y)-

Ker za vse a € A velja, da je go|p = f, je g/ = f. Od tod sledi, da je (C,g) element S in tako
zgornja meja mnozice {(Ca, ga) }acA-

Uporabimo Zornovo lemo, ki nam zagotovi obstoj maksimalnega elementa (M,h) v S. S pro-
tislovjem bomo pokazali, da je M = A tako, da bomo skonstruirali neki element mnozice S, ki
je strogo vecji od (M, h), kar nas bo pripeljalo do protislovja z maksimalnostjo (M, h). Najprej
preverimo, da obstaja ustrezna podgrupa grupe A, nato pa, da obstaja razsiritev homomorfizma h
na to podgrupo.

Ce M # A, potem obstaja a € A, kini v M. Preverimo, da je (M,a) = M +Za podgrupa A. Naj
bosta mi+z1a in ma+29a iz (M, a). Potem je tudi (mg+z1a)— (mae+22a) = (m1—ma)+ (21 —22)a €
(M, a). Oc¢itno je B njena podgrupa, saj je B podgrupa M.

Za razsiritev homomorfizma h na (M, a) si pomagajmo s podgrupo {k € Z | ka € M} grupe
Z, ki je po lemi |§| enaka {0} ali nZ za neki n € N. Ce je enaka {0}, potem je zapis m + ka za
m € M ter k € Z za poljubni element iz (M, a) enolicen, saj na ¢ M za vse n € N. Homomorfizem
B :{M,a) — D, dolocen s predpisom h'(m+ za) = h(m), je torej dobro definiran in velja h'|p; = h.
V primeru, ko pa je {k € Z | ka € M} enaka nZ za neki n € N, pa je na element M. Ce zelimo
h razsiriti do homomorfizma b’ : (M,a) — D, mora veljati nh'(a) = h'(na) = h(na). Ker je D
deljiva grupa, obstaja d € D, da je nd = h(na). Torej nastavimo h'(a) = d in predpis preslikave h'
definiramo kot

h'(m + ka) = h(m) + kd.

Preverimo, da je h' dobro definirana. Naj bo m1 + z1a = mg + 22a € (M, a). Pokazali bomo, da je
R (m1 4 z1a) = W (ma + 20a). Velja (21 — 22)a = mg — my € M, torej je 21 — 290 € {k € Z | ka €
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M} = nZ. Zapisemo lahko z; = 23 + nw za neki w € Z. Ra¢unamo:

h'(mq + z1a) = h(my) + 21d = h(my) + z2d + w(nd)
= h(my) + 22d + wh'(na) = h'(my + wna) + 22d
= h'(m1 + (21 — 22)a) + z2d = h/(m1 + 210 — 200) + 20d
= h(msg + 20a — 20a) + zod = h'(ma + 200a).

Vidimo, da je preslikava dobro definirana, s preprostim ra¢unom in uporabo dejstva, da je h homo-
morfizem, pa lahko preverimo, da je h’ homomorfizem.

Sledi (M,h) < ({(M,a),h’), M pa je prava podgrupa (M, a), kar nas pripelje do protislovja z
makmmalnostjo (M, h). Torej je M = A.

4. Uporaba v teoriji kolobarjev

Oglejmo si Se nekaj primerov uporabe Zornove leme na idealih in modulih. Kolobarje definiramo
tako, da vsebujejo enoto za mnozenje. V nekomutativnih kolobarjih definiramo leve ideale na
naslednji nacin.

Definicija 5. Naj bo K kolobar. Mnozica I C K je levi ideal kolobarja K, ¢e velja:
1. I je podgrupa za sestevanje,
2. zavse ke Kina el jekacl.

Na analogen nacin definiramo desne ideale (v tocki (2) mora veljati ak € I). V komutativnih
kolobarjih definiciji sovpadata, objektu I pa pravimo ideal kolobarja K, ter oznac¢imo I < K.

Definicija 6. Naj bo K kolobar in I njegov levi ideal. Ce ne obstaja tak levi ideal .J, da bi veljalo
1 CJC K ter I # K, potem je I maksimalen levi ideal kolobarja K.

Sedaj imamo pripravljene vse definicije in se lahko lotimo prvega izreka.

Izrek 10. Vsak nenicelni kolobar vsebuje maksimalni levi ideal.

Dokaz. Naj bo K nenicelni kolobar. Definirajmo S kot mnozico vseh pravih levih idealov kolobarja
K. Na njej definiramo relacijo delne urejenosti z inkluzijo (za A, B € S velja A < B, ¢e A C B).
Ker je {0} levi ideal in ker je kolobar neniceln, je S neprazna.

Da lahko uporabimo Zornovo lemo, moramo pokazati, da ima vsaka linearno urejena podmnozica
mnozice S zgornjo mejo. Naj bo torej T' C S linearno urejena. Pokazali bomo, da je

z=\JA

AeT
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zgornja meja za mnozico 1. Najprej pokazimo, da je to levi ideal. Naj bosta z in y iz Z. Velja
x € I, ter y € Ig za neka I,,Ig € T. Ker je T linearno urejena, je I, < Ig ali Ig < I,. Brez
Skode za splosnost lahko privzamemo 1, < Ig, zato je tako kot y v I in ker je Ig levi ideal, velja
x —y € Ig. Torej je Z podgrupa za sestevanje. Pokazati moramo Se, da za vse k € K in x € Z velja
kx € Z. Ker je I, levi ideal, je kx € I, za vse k € K. Torej je Z res levi ideal kolobarja K, ker pa
vsebuje vse leve ideale iz linearno urejene mnozice T', je to zgornja meja te mnozice, e lezi v .S (¢e
je pravi levi ideal). Denimo, da ni. Potem Z vsebuje enoto. Ker je Z unija levih idealov iz T', mora
obstajati levi ideal I € T', ki vsebuje enoto. Po definiciji mnozice S pa tak levi ideal ne obstaja, kar
nas pripelje do protislovja.

Po Zornovi lemi sledi, da ima S maksimalni element. Torej obstaja maksimalni levi ideal kolo-
barja K.

Enako bi dokazali, da vsak nenicelni kolobar vsebuje kak maksimalni desni ideal. Za nenic¢elne
komutativne kolobarje torej velja, da vsebujejo maksimalne ideale. V nadaljevanju bomo potrebovali
kvocientne kolobarje, definirane v [9] III. poglavje]. Preslikavi = : K — K/I, definirani s predpisom

m(a) =a+1,

pravimo kanoni¢ni epimorfizem kolobarjev. Zanjo velja ker(w) = I [9, stran 104].
Oglejmo si naslednjo posledico izreka

Posledica 11. Vsak pravi ideal nenicelnega komutativnega kolobarja je vsebovan v maksimalnem
idealu.

Dokaz. Naj bo K nenicelni komutativen kolobar in I < K njegov pravi ideal. Tedaj je kvocientni
kolobar K /I neniceln in komutativen. Po izreku torej obstaja maksimalni ideal M kolobarja
K/I. Naj bo 7 : K — K/I kanoni¢ni epimorfizem. Pokazimo, da je m~!(M) maksimalni ideal
kolobarja K, ki vsebuje ideal I. Ker je 7(0) € M, 7=1(M) gotovo vsebuje I. Mnozica m—1(M)
je ideal, saj je praslika ideala, maksimalnost 7—1(M) pa sledi iz izreka o korespondenci idealov [T}
izrek 2.3.5].

Spomnimo se definicije praideala. Ideal I < K je praideal kolobarja K, ¢e je pravi ideal in za
poljubna z,y € K iz xy € I sledi x € I ali y € I. Definirajmo Se multiplikativnho mnozico.

Definicija 7. Neprazni podmnozici S kolobarja K recemo multiplikativna mnozica, ¢e za poljubna
x,y € S velja, da je tudi produkt xy element S.

S preprostima ra¢unoma preverimo naslednjo lemo, ki jo bomo potrebovali v izreku

Lema 12. Naj bo K kolobar in I,J < K njegova leva ideala. Potem je tudi [ +J :={x+y |z €
I,y € J} levi ideal kolobarja K.

Dokaz. Preverimo, da je podgrupa za seStevanje. Naj bodo x1,29 € I in y1,y2 € J. Velja:
(w1 +y1) — (2 +y2) = (11 —22) + (11 —y2) €I+ J,

saj je seStevanje komutativno in asociativno.
Naj bodo sedaj x € I, y € J ter k € K. Velja

k(x+y)=kx+kyel+J
Sedaj se lahko lotimo izreka.
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Izrek 13. Naj bo S multiplikativna mnoZica komutativnega kolobarja K in 0 ¢ S. Glede na relacijo
inkluzije obstaja maksimalni element mnozice {I <K | INS = 0}. Ta maksimalni element je
praideal.

Dokaz. Oznac¢imo A = {I<K | INS = 0} in jo delno uredimo z relacijo inkluzije. Pokazimo, da
maksimalni element mnozice obstaja. Mnozica A je neprazna, saj vsebuje {0}. Preverimo, da ima
vsaka linearno urejena podmnozica mnozice A zgornjo mejo. Naj bo {I,}aea poljubna linearno
urejena mnozica. Pokazimo, da je I = (J,cp lo zgornja meja. Da je I ideal, vemo iz dokaza izreka
gotovo pa vsebuje vse I,. Ocitno je tudi, da je I NS = (), saj je presek I, NS prazen za vsak
o € A. Torej je I € A zgornja meja in Zornova lema nam zagotavlja obstoj maksimalnega elementa.

Oznac¢imo s P maksimalni element mnozice A, ki je pravi ideal kolobarja K, saj velja PNS = ().
Preverimo, da je P praideal. Naj bosta x in y poljubna elementa v K in naj bo zy € P. Pokazimo,
daje z € Paliy € P. Ce to ni res, potem sta () + P in (y) + P po lemi ideala, ki sta oba
strogo vecja od P, torej ne lezita v A. To pomeni, da obstajata s; in sg iz S, da je s1 € () + P ter
s9 € (y) + P. Torej lahko zapisemo

s$1 = ax + p1 in sg = by + po
za neke a,b € K ter p1,ps € P. Ce s in s zmnozimo, dobimo

5152 = (ax + p1)(by + p2) = abxy + axps + byp1 + p1p2.

Ker je P ideal in je xy € P, je abry + axps + bypy + p1p2 € P, torej s1s2 € P. Ker pa je mnozica
S multiplikativna, velja s1s9 € S, kar pa nas pripelje do protislovja. Torej je x € P ali y € P, kar
pomeni, da je P praideal, ki ne vsebuje nobenega elementa mnozice S.

Definirajmo nilpotentni element r kolobarja K kot element, za katerega velja r"* = 0 za neki
n > 1. Naslednja posledica nam pove, da ¢e vemo, da neki element lezi v vsakem praidealu, potem
mora biti neka njegova potenca enaka 0.

Posledica 14. Presek vseh praidealov v komutativnem kolobarju je mnoZica vseh nilpotentnih ele-
mentov kolobarja.

Dokaz. Naj bo K komutativni kolobar. Najprej pokazimo, da presek praidealov vsebuje mnozico
nilpotentnih elementov kolobarja. Naj bo P poljuben praideal in r neki nilpotenten element (torej
7" = 0 za neki n > 1). Velja, da je r™ € P. Ker je P praideal, je r € P ali "1 € P. Torej je r € P
ali r"~2 € P. Nadaljujemo in dobimo r € P.

Pokazimo sedaj, da mnozica vseh nilpotentnih elementov kolobarja vsebuje presek praidealov,
torej, da so v preseku vseh praidealov le nilpotentni elementi. Pravzaprav bomo pokazali, da
element, ki ni nilpotenten, ne lezi v nekem praidealu. Naj bo r poljuben element, ki ni nilpotenten
(torej ™ # 0 za vsak n > 1). Potem je mnozica S := {r"™ | m € N} multiplikativna in po izreku
obstaja praideal P, za katerega je PNS = (). Torej r ¢ P.

Tudi naslednji izrek se nanaSa na praideale komutativnega kolobarja, Se prej pa se spomnimo,
kdaj so ideali komutativnega kolobarja kon¢no generirani. Ideal I nad komutativnim kolobarjem K
je kon¢no generiran, ¢e obstaja kon¢na podmnozica {hi, ha,...,hn}t C I, daje I = Khy + Kho +
-+« 4+ Khyy,, kar krajse zapisemo I = (hy, ha, ..., hy). Sedaj se lahko lotimo izreka.

Izrek 15 (Cohen). Ce so vsi praideali komutativnega kolobarja konéno generirani, potem so vsi
ideali kolobarja koncno generirani.
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Dokaz. Naj bo K komutativen kolobar. Pokazali bomo nasprotno, torej, ¢e obstaja ideal, ki ni
konc¢no generiran, potem obstaja praideal v kolobarju K, ki ni kon¢no generiran. Ta praideal bomo
iskali kot maksimalni element neke mnozice, katere elementi niso konéno generirani.

Definirajmo torej S kot mnozico vseh idealov kolobarja K, ki niso kon¢no generirani. Mnozica
S ni prazna, saj predpostavljamo, da obstaja neki ideal, ki ni kon¢no generiran. Uredimo S z
inkluzijo in si oglejmo poljubno linearno urejeno podmnozico {Iy}aea. Definirajmo I = (J,cp Lo
in pokazimo, da je zgornja meja. Podobno kot v dokazu izreka pokazemo, da I je ideal, ki
oc¢itno vsebuje vse I,. Preveriti moramo Se, da I ni konéno generiran, torej, da je element S. Pa
denimo, da I je kon¢no generiran, kar zapisemo kot I = (z1,x9,...,x,) za neki n € N. Obstajajo
taki g, ,...,apn, dasoz; € I, zai =1,2,...,n. Ker je {In;, Loy, Lo, } € {Ia}taen linearno
urejena, po lemiobstaja Io; zaneki j € {1,2,...,n}, za katerega je {x1,22,...,7n} C lo,;. Tore]
velja I C I, kar pravzaprav pomeni I = I, , saj je I unija vseh [,. Od tod sledi, da je tudi I,
konéno generiran, kar nas pripelje do protislovja. Torej I ni kon¢no generiran.

Zornova lema nam zagotovi obstoj maksimalnega elementa mnozice S, ki ga ozna¢imo s P. Ta
ni konéno generiran in je ideal kolobarja K. Pokazimo, da je tudi praideal. O¢itno je P pravi ideal,
saj bi bil sicer konéno generiran z 1. Preverimo se, da iz 2y € P sledi € P ali y € P. Ce temu
ni tako, potem je (x) + P ideal (to nam pove lema , ki vsebuje P in je od njega razlicen. Torej
(r) + P ¢ S, saj je P maksimalen za S, kar pomeni, da je (z) + P kon¢no generiran. Zapisemo
lahko

(£)+ P = (r1,r2,...,r) za neki k € N in neke r1,72,...,7, € K.

Za vsak i = 1,2,...,k lahko r; € () + P zapisemo v obliki
r; = a;x + p; za neka a; € K in p; € P.
Potem velja, da je r; element ideala (x,p1,p2,...,pk) zai=1,2,... k. Sledi, da je

(x) + P = (z,p1,p2,---,Dk),

saj so tudi vsi p; € (z) + P.
Naj bo p € P poljuben element. Ker velja P C (x) 4+ P, lahko zapisemo

p = cox + c1p1 + cap2 + -+ - + kP, (1)

kjer so ¢; elementi K zai=0,1,...,k. Velja, da je coz = p—Zle c;p; € P, kar pomeni, da element
co lezi v J = {r € K | re € P}. Preverimo, da je J ideal. Naj bosta j; in js iz J. Potem sta jix
in jox iz P, torej je tudi jix — jox = (j1 — jo)x iz P. Sledi, da je j; — jo € J, kar pomeni, da je
J podgrupa za seStevanje. Za k € K ter j € J velja, da sta elementa jz ter kjx v P. Torej je kj
element J in J je res ideal. O¢itno je P C J, saj za ¢ € P velja, da je gz € P, ker je P ideal in
zato q € J. Ker velja xy € P, je y € J. Od tod vidimo, da je P # J, saj y ni element P. Ideal J je
torej kon¢no generiran, saj je P maksimalen v mnozici idealov, ki niso kon¢no generirani. Iz enacbe
sledi p € oJ + Zle Kp;, kar pomeni, da je P C xJ + Zle Kp;. Velja tudi, da je zJ C P in
S Kp; € P. Od tod sledi

k
P=axJ+) Kp,
=1

kar pomeni, da je P kon¢no generiran, saj je J kon¢no generiran. To nas pripelje do protislovja s
predpostavko x ¢ P in y ¢ P. Veljati mora x € P ali y € P, od koder sledi, da je P praideal, ki ni
konéno generiran.
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Naslednji izrek bo posplositev izreka [15] na module nad kolobarji. Oba izreka sta predstavljena,
saj moramo proti koncu dokaza naslednjega izreka pokazati Se nekaj dodatnih stvari. Moduli nad
kolobarji so pravzaprav posplogitve vektorskih prostorov nad polji. Ce bi bil kolobar tudi polje, bi
namre¢ dobili ravno vektorski prostor. Se formalno definirajmo, kaj je modul nad kolobarjem.

Definicija 8. Naj bo K kolobar. Abelova grupa (M, +), skupaj z operacijo - : K x M — M, je
levi modul nad kolobarjem K, ¢e za vse a,b € K in x,y € M velja:

l.a-(z+y)=a-xz+a-vy,
2. (a+b)-z=a-z+b-uz,
3. (ab) -z =a-(b-x),

4. 1-z=u=x.

Operacijo - : K x M — M imenujemo mnoZenje s skalarjem. Ker se bomo ukvarjali le z levimi
moduli, jim bomo v nadaljevanju rekli kar moduli. Potrebovali bomo naslednjo definicijo.

Definicija 9. Naj bo M modul nad K in N podgrupa M. Ce je za vse n € N in k € K produkt
kn element N, potem je N podmodul modula M.

Naj bo sedaj K kolobar, a< K njegov ideal in M modul nad K. Potem oznac¢imo z aM mnozico
vseh konénih vsot produktov elementov iz a in M, torej

n
aM = {Zaimi | a; € a,m; EM,nEN}.
i=1

Lema 16. MnoZica aM je podmodul modula M.

Dokaz. Pokazimo, da je aM podgrupa za seStevanje grupe M. Naj bosta x,y € aM. ZapiSemo
lahko x = > a;g; in y = > 2, bih;, kjer so a;,b; € a in g;,h; € M. Preveriti moramo, da je
x—y € aM. Velja —b; € a, saj je a podgrupa za seStevanje, torej je

ni no ni no
r—Yy= Zaigi - sz‘hi = Zaigi + Z(_bi)hi c aM.
=1 i=1 i=1 i=1

Naj bo k € K. Potem je

n

kx = kzzn:aigi = Z(kai)%
=1

i=1
ker pa je a ideal, je ka; € a za vsak i. Od tod sledi, da je kxz € aM, kar pomeni, da je aM podmodul
M.

Definirajmo pojem anihilatorja, ki ga bomo nato uporabili v dokazu izreka

Definicija 10. Naj bo M modul nad kolobarjem K in S neprazna podmnozica M. Anihilator
mnozice S je mnozica
Anng(S)={k € K | ks =0 za vse s € S}.
Pokazimo naslednjo lemo, povezano z anihilatorji.

Lema 17. Naj bodo A; podmoduli modula M zai=1,2,...,n. Potem je

Anng(Ay + Az + -+ + Ay) = (] Anng(A;).
=1
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Dokaz. Naj bo k € ();_; Anng(A;). Torej je ka; = 0 za vsak a; € A; in od tod sledi ka; + kag +
<o+ kay, =k(ag +az+---+ay) =0. Torej je k element Anng(A; + Ay +---+ A,). Obratna smer
je ocitna.

Spomnimo se Se, da je modul M nad kolobarjem K konéno generiran, ¢e obstaja kon¢na podmno-
zica{g1,92,...,9n} C M,daje M = Kg1+Kgo+- - -+K gy, kar krajse zapisemo M = (g1,92,---,Gn)-

Izrek 18. Naj bo M konéno generiran modul nad komutativnim kolobarjem K. Ce je za vsak
praideal p podmodul pM koncéno generiran, potem je vsak podmodul M konéno generiran.

Dokaz. Tako kot v izreku bomo pokazali nasprotno, torej, ¢e M vsebuje kak podmodul, ki ni
konéno generiran, potem tudi pM ni za neki praideal p.

Naj bo K kolobar in M kon¢no generiran modul nad K. Definirajmo S kot mnozico podmodulov
modula M, ki niso kon¢no generirani, ter jo delno uredimo z relacijo inkluzije. Po predpostavki je
S neprazna. Preverimo, da ima vsaka linearno urejena podmnozica {I,}oca zgornjo mejo v S.

Unija I = J,ep Lo oCitno vsebuje vse I,. Pokazimo, da je I podmodul M. Za z,y € I
obstajata I1, Iy € {Io}aca, daje x € I1 in y € 5. Zaradi linearne urejenosti brez skode za splosnost
predpostavimo I < I, torej x,y € Is. Od tod sledi z —y € I, C I, kar pomeni, da je I podgrupa za
sestevanje. Naj bo k € K ter z € I. Ponovno obstaja Iy € {I,}aen, da je z € Iy, torej kz € Iy C I.
Sledi, da je I podmodul. Preveriti moramo Se, da ni konéno generiran, torej, da je element S. Ce
bi bil, bi lahko zapisali I = (g1,92,...,9n) za neki n € N. Obstajajo taki I,,, da velja g; € I,
za vse i = 1,2,...,n. Po lemi [l| obstaja I,; za neki j € {1,2,...,n}, ki vsebuje vse I,,, torej
91,92 -+ 9n € la;. Od tod sledi I C I,,,. Ker pa je I unija {Is}aen, je I = Ia;, kar pa nas pripelje
do protislovja, saj to pomeni, da je I, kontno generiran. Vsaka linearno urejena podmnozica torej
ima zgornjo mejo.

Iz Zornove leme sledi, da obstaja maksimalni element mnozice S, ki ga ozna¢imo z N. Ocitno
N # M, saj M ¢ S, ker je konéno generiran. Vsak podmodul modula M, ki strogo vsebuje N, je
torej konéno generiran. V dveh korakih bomo pokazali, da obstaja tak praideal p, da pM ni konéno
generiran. Najprej, da je p := Anng (M /N) praideal kolobarja K, nato pa, da pM ni konéno gene-
riran.

Za p velja

p=Amg(M/N)={ke K |k(m+N)=0+N,me M}
={keK|km+N=0+N,me M}
={ke K |kmeN,me M}
={ke K |kM C N}.

Opazimo, da p # K, saj bi bil sicer M C N, vemo pa N C M. Denimo, da p ni praideal. Naj bo
xy € p za neka elementa z,y € K \ p. To pomeni

xyM C N, oM € N in yM < N.

Od tod sledi, da M + N strogo vsebuje N, kar pomeni, da je kon¢no generiran. Naj bodo xm; + n;
za m; € M in n; € N generatorji modula zM + N, i = 1,2,...,l. Potem lahko vsak element
a € xM + N zapiSemo kot a = 2221 ki(xm; + n;), torej je
l l l
M+ N = ZK(xml +n;) = ZK&:mz +ZKW-
i=1 i=1

=1
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Poljuben n € N C M + N lahko tako zapiSemo v obliki:

n = kixmi + koxms + - - + kjxmy + kinl + kéng + -+ kfnl

2
= x(kymy + komao + - -+ + kymy) + King + khno + -+ + kjny, @)

kjer so kj, k, € K.

Definirajmo L kot mnozico {m € M | xm € N} in pokazimo, da je podmodul M. Za ly,ly € L
velja, da je zl1,zly € N, od koder dobimo zly — zly = x(l; — l2) € N. Sledi, da je L podgrupa za
seStevanje, saj je I —lo € L. Naj bosta k € K ter Iy € L poljubna elementa. Torej je xlp € N.
Ker je N modul, je kxly € N, zaradi komutativnosti je zklp € N. Od tod sledi kiy € L in L
je res podmodul M. Ker po enacbi vemo, da je x(kymi + kamo + -+ + kymy) element N, je
kimi + komo + -+ + kym; € L.

Zan € N velja zn € N, torej je n € L. To pomeni, da je N C L. Velja tudi yM C L, saj je
xyM C N, ker pa vemo yM < N, sledi, da je N strogo vsebovana v L. Tako smo pokazali, da je L
koné¢no generiran podmodul. Iz enacbe sledi

!
N CxL + Z Kn;.
=1

7 upostevanjem definicije L in dejstva, da je N podmodul, dobimo
!
N =zL+ Z Kn;,
i=1
kar pa nas pripelje do protislovja, saj je desna stran oc¢itno konéno generirana. Torej je p praideal.
Lotimo se Se zadnjega dela dokaza, kjer bomo pokazali, da pM ni kon¢éno generiran. Ker je
M konéno generiran, obstajajo ej,es,...,e;, da je M = Kej + Keg + -+ 4+ Ke;. Vidimo, da

mnozica {e; + N | i = 1,2,...,t} generira M/N, saj lahko poljuben a € M zapiSemo kot a =
gie1 + goes + - - - + gre; za neke g1, 9s,...,9: € K, od koder dobimo

a+ N =giei1+goe2+ -+ gier + N
= (gie1 + N) + (g2e2 + N) +--- + (gees + N)
=qgi(e1 +N)+galea+ N) + -+ gi(es + N).

Zapisemo lahko M/N = K(ey + N) + K(ea + N) + -+ K(e; + N) in od tod ter iz leme [17] sledi
p=Anng(M/N)
=Anng(K(e1 + N)+ K(ea+ N)+---+ K(e; + N))

t
= () Anng (K (e; + N))
=1
t
= (¥ € K | K'ke; € N,k € K}.
=1

Pokazimo, da je p enak enemu izmed Anng (K (e;+N)). Ce to ni res, potem za vsak i € {1,2,...,t}
obstaja element a; € Anng (K (e; + N)), ki ni element p. Produkt ajas---a: pa je element vseh
Anng (K (e; + N)), saj je

araz---a;i—10;41---a; - (a;K(e; + N)) € N.
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Ker je p praideal, to pomeni, da je a; € p ali asag---a; € p. Ker a; po predpostavki ne lezi v
p, velja agasz---a; € p. Tako nadaljujemo in po t — 1 korakih dobimo a; € p, kar nas pripelje do
protislovja. Torej je p enak Anng (K (e; + N)) za neki j € {1,2,...,t}.

Prepricajmo se, da e; ¢ N. Ce to ne bi bilo res, bi bil tudi kej € N, za vsak k € K, saj je N
modul. To pa bi pomenilo, da je p enak K, kar pa vemo, da ni res. Torej e; ¢ N in Ke; ¢ N.
Od tod sledi, da Ke; + N vsebuje N, a nista enaka, kar pomeni, da je Ke; + N konéno generiran.
Denimo, da je {kje;+b; | i =1,2,...,d,k; € K,b; € N} mnozica generatorjev za Ke;+ N. Element
a € N C Kej + N lahko za neke r; € K zapiSemo kot

d d d
a= Zri(kiej + bz) = <Z T‘Z]ﬁ) ej + Zrlbl
i=1 i=1 i=1
Ker je Z‘ii:l r;b; € N, je tudi <Z§l:1 riki> e; € N. To pomeni, da je (Z‘ij:l riki) element p. Torej

je

d
N Cpej+ Y Kb
i=1
Ker so v p taki elementi k iz K, da je ke; € N, velja tudi obratna inkluzija. Dobimo

d d
N=pe;+ Y Kb CpM+> Kb SN+N=N,
=1 =1

od koder sledi N = pM + Z?:l Kb;. Ker N ni kon¢no generiran, tudi pM ni.

Za posebni primer M = K v izreku [18 dobimo Cohenov izrek.

5. Uporaba na bazah

S pomocjo Zornove leme bomo tekom tega razdelka pokazali, da ima vsak nenicelni modul nad
obsegom bazo. Posledica tega je, kot bomo videli, da ima vsak nenicelni vektorski prostor bazo.
Linearno neodvisnost mnozice v definiciji[l11| razumemo tako, da nobena konéna podmnozica nima
netrivialne linearne kombinacije, ki je enaka 0. Definirajmo bazo modula nad kolobarjem.

Definicija 11. Naj bo M netrivialen modul nad kolobarjem K. Linearno neodvisna podmnozica
B C M je baza modula M, ¢e vsak element iz M lahko zapiSemo kot koné¢no linearno kombinacijo
elementov iz B.

Torej tudi, ¢e je baza neskonéna, nas zanimajo le konéne linearne kombinacije baznih elementov.
Za podmnozico P modula M, za katero velja, da lahko vsak element iz M zapiSemo kot koncéno
linearno kombinacijo elementov iz P, pravimo, da razpenjo M. Spomnimo Se, da je obseg tak
kolobar, v katerem ima vsak nenicelni element inverz za mnozenje. Sedaj si lahko ogledamo izrek,
ki govori o obstoju baze modula nad obsegom.

Izrek 19. Vsak nenicelni modul nad obsegom ima bazo.

Dokaz. Naj bo M nenicelni modul nad obsegom . S pomoéjo Zornove leme bomo bazo dobili
kot maksimalni element neke mnozice. Definirajmo torej .S kot mnozico vseh linearno neodvisnih
podmnozic modula M. Naj bo m € M poljuben neniceln element. Ker je {m} linearno neodvisna
mnozica, S ni prazna. Mmnozico S delno uredimo z relacijo inkluzije. O¢itno velja, da je vsaka
neprazna podmnozica linearno neodvisne mnozice tudi sama linearno neodvisna, zato so, ¢e je A
element S, tudi vse neprazne podmnozice A elementi S.
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Preverimo pogoj za uporabo Zornove leme. Naj bo {I,},ea linearno urejena podmnozica mno-
zice S. Za zgornjo mejo se ponuja unija I := J,cp Lo, ki vsebuje vse elemente {/,}qen, torej je od
njih ve¢ja. S pomocjo linearne urejenosti bomo preverili, da je vsaka koné¢na podmnozica I linearno

neodvisna. Naj bodo vi,v2,...,v, € I. Obstajajo take mnozice Iy, ln,,. .., 1o, da je v; € Iy,
za i =1,2,..., k. Po lemi|l|obstaja I, za neki j € {1,2,...,k}, da so I, < Ia; za vse i. Torej
SO V1,V2,...,Vk € la;, kar pomeni, da so linearno neodvisni. Mnozica I je tako zgornja meja in

Zornovo lemo lahko uporabimo.

Sledi, da obstaja neki maksimalni element B mnozice S. To je linearno neodvisna podmnozica
modula M, ki ni vsebovana v nobeni veéji linearno neodvisni podmnozici modula M. Pokazati
moramo Se, da B razpenja M.

Naj bo N mnozica vseh konénih linearnih kombinacij elementov iz B, torej so v N elementi
oblike 22:1 \ib; za 1 > 1,)\; € O in b; € B. Pokazimo, da je N = M. Ce to ni res, potem obstaja
neki element my € M \ N. Videli bomo, da je BU {mg} linearno neodvisna mnozica, ki vsebuje B,
a ji ni enaka. To nas bo pripeljalo do protislovja z maksimalnostjo B.

Ce BU {mp} ni linearno neodvisna, potem obstaja konéna linearna kombinacija 22:1 Aib; ele-
mentov iz BU {mg}, ki je enaka 0, a vsi koeficienti \; niso enaki 0. Ker so elementi B linearno
neodvisni, je za neki ig € {1,2,...,1} element b;, enak mg, koeficient \;, pa je neniceln. Tako lahko
zapiSemo

Ko obe strani z leve pomnozimo z A;_ ! dobimo

l
mo =Y (=, \i)bi,
i=1
iio
kar pa je element iz N. Tako smo prisli do protislovja, saj po predpostavki mg ¢ N. Torej N = M
in B je baza M.

Izrek [19] velja za module nad obsegi, ne pa tudi za module nad kolobarji, saj v kolobarju nima
vsak element inverza in dokaz se ustavi, ko zelimo priti do protislovja s predpostavko mgy ¢ N.
Oglejmo si posledico izreka

Posledica 20. Vsako linearno neodvisno podmnoZico nenicelnega modula nad obsegom lahko razsi-
rimo do baze modula.

Dokaz. Naj bo L linearno neodvisna podmnozica. Bazo, ki vsebuje £, bomo nasli kot maksimalni
element mnozice S, v kateri so linearno neodvisne podmnozice, ki vsebujejo £. Ker je L € S,
mnozica S ni prazna. Delno jo uredimo z relacijo inkluzije. Podobno kot v dokazu pokazemo,
da je pogoj za uporabo Zornove leme izpolnjen. Unija elementov linearno urejene podmnozice pa
gotovo vsebuje L, saj jo vsebuje vsak element. Torej po Zornovi lemi obstaja maksimalna linearno
neodvisna mnozica B, ki vsebuje £, za katero na enak nacin kot v dokazu [19] pokazemo, da je baza.

Pokazimo Se, da lahko iz mnozice, ki razpenja neki neni¢elni modul nad obsegom, dobimo bazo.

Posledica 21. Vsaka mnoZica, ki razpenja nenicelni modul nad obsegom, vsebuje bazo tega modula.

Dokaz. Naj bo R neka mnozica, ki razpenja nenic¢elni modul M nad obsegom O. Oznacimo z S
mnozico vseh linearno neodvisnih podmnozic mnozice R. O¢itno S ni prazna, saj je {r} linearno
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neodvisna podmnozica R za poljuben nenicéeln r € R. Mnozico S delno uredimo z relacijo inkluzije.
Preverimo, da ima vsaka linearno urejena podmnozica {I,}aeca mnozice S zgornjo mejo. Kandidat
za zgornjo mejo je unija I = (J,ep Lo, ki ocitno vsebuje vse I,. Argument, da je linearno neodvisna,
je enak kot v dokazu izreka

Zornova lema nam zagotavlja obstoj vsaj enega maksimalnega elementa mnozice S, ki ga ozna-
¢imo z B. To je linearno neodvisna podmnozica R, za katero moramo preveriti Se, da razpenja
modul M. Ker mnozica R razpenja M, je dovolj pokazati, da je vsak element iz R v mnozici, ki je
razpeta z B. Ce neki rg € R ni v mnozici, ki je razpeta z B, potem je B U {ro} linearno neodvisna
podmnozica R, ki strogo vsebuje B. To je v protislovju z maksimalnostjo B, ki je torej baza modula
M.

Izrek [19]in njegovi posledici so splosnejse trditve od naslednje, ki isto pove za vektorske prostore.
Posledica 22. Za nenicelni vektorski prostor V. nad poljem velja:
1. obstaja baza prostora V,
2. wsako linearno neodvisno podmnoZico vektorskega prostora V' lahko dopolnimo do baze,

3. wsaka mmnoZica, ki razpenja vektorski prostor V, vsebuje bazo tega prostora.

Dokaz. Ce je obseg v izreku in njegovih posledicah komutativen, dobimo ravno polje in s tem
vektorski prostor nad poljem.

Dokaz trditev iz posledice 22] v konéno razseznih vektorskih prostorih ne potrebuje Zornove leme.
Trditev, da ima vsak nenicelni vektorski prostor bazo, je pravzaprav ekvivalentna Zornovi lemi [3],
Cesar pa ne bomo dokazali.

Oglejmo si 8e zanimivo posledico dejstva, da ima vsak nenicelni vektorski prostor bazo. Potre-
bovali bomo pojem avtomorfizma grupe, ki je definiran kot bijektivni homomorfizem iz grupe G v
grupo (G. Spomnimo se Se centra grupe, ki je mnozica tistih elementov grupe, ki komutirajo z vsemi
elementi grupe. Za center grupe G uporabljamo oznako Z(G).

Posledica 23. V grupi z veé¢ kot dvema elementoma obstaja netrivialni avtomorfizem.

Dokaz. Ce grupa G ni Abelova, lahko najdemo element a € G\ Z(G). Potem je notranji av-
tomorfizem ¢(g) = aga™?

©(go) = agoa™ # go.

Ce pa je grupa G Abelova, uporabimo aditiven zapis in spet lahko lo¢imo dva primera. Najprej

netrivialen, saj obstaja g9 € G, za katerega velja agy # goa, torej

obravnavajmo moznost, ko obstaja element, ki ni sam svoj inverz. Preslikava ¢(g) = —g je potem
netrivialen avtomorfizem. Ce pa je vsak element sam svoj inverz, potem velja & = —z oziroma
2z = 0. Torej je G vektorski prostor nad poljem Zs. 1z posledice [22] sledi, da obstaja baza {bg}aeca
vektorskega prostora G. Ce imamo vsaj 2 bazi¢na elementa, recimo bg in by, lahko definiramo
preslikavo ¢, ki ju zamenja, ostale pa pusti pri miru. To je netrivialen avtomorfizem, saj je ¢(bg) =
by # bg. Ce je v bazi le en element, recimo bs, dobimo grupo z elementoma 0 in bs, katere edini
avtomorfizem pa je trivialen.

6. Uporaba v teoriji grafov

V tem razdelku si bomo ogledali uporabo Zornove leme v teoriji grafov. Graf je urejen par mnozice
vozlis¢ in mnozice povezav. Vsaka povezava je dvoelementna podmnozica mnozice vozlis¢. Pogosto
oznacujemo z V (G) mnozico vozlisé in z F(G) mnozico povezav grafa G. Pot v grafu definiramo kot
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zaporedje razli¢nih vozlis¢ upuiug - - - uy, kjer so {u;, uj41} v mnozici povezav za vsak i € {0,1,...n—
1}. Podobno definiramo tudi cikel, le da je zacetno vozlisée enako konénemu, torej imamo zaporedje
upuug - - - upug. Za graf G pravimo, da je povezan, ¢e med poljubnima vozlis¢ema vy,vy € V(G)
obstaja pot. Drevo definiramo kot povezan graf brez ciklov.

Naj bosta sedaj G in H grafa. Pravimo, da je H podgraf grafa G, ¢e velja V(H) C V(G) in
E(H) C E(G). Ce sta mnozici vozlis¢ enaki, potem je H wvpet podgraf grafa G, ¢e pa je H tudi
drevo, potem mu recemo vpeto drevo. Ker je drevo povezan graf, za nepovezane grafe vpeto drevo
ne obstaja (saj grafu Se odvzamemo povezave).

Sedaj se lahko s pomocjo [5], stran 198] lotimo izreka za povezane grafe.

Izrek 24. Vsak povezan graf vsebuje vpeto drevo.

Dokaz. Naj bo G povezan graf. Definirajmo S kot mnozico vseh podgrafov grafa G, ki so drevesa.
Delno jo uredimo na naslednji nacin: za T1,Ts € S je T < T natanko tedaj, ko velja V(T1) C V(T5)
in E(T1) C E(Ty). Mnozica S ni prazna, saj je ({v},0) drevo za v € G.

Oglejmo si neko linearno urejeno podmnozico {1, } C S. Trdimo, daje Ty = (U, V(Ta), U, E(Tw))
zgornja meja te podmnozice. Ocitno je T, < Ty za vsak «, preveriti moramo le, da je Ty drevo
(da je povezan in nima ciklov). Ker je V(7Ty) = |, V (Ta) obstajata taka Ty, in T4, iz {T,}, da je
v1 € Ty, ter vg € T,,,. V vecjem izmed T}, in T, obstaja pot med v; in v, zato obstaja tudi v 7p.
Sledi, da je Ty povezan.

S protisloviem pokazimo, da Ty nima ciklov. Naj bo cice...cpe1 neki cikel v Ty. Obstaja
C={Ta,,Toy,---,T0,} C{Tn}, dajecieTy, zai=1,2,...,n. Po lemiobstaja Ty, ki je vecji
ali enak od vseh elementov v C. Torej velja ci,ca, ..., ¢, € Ty, , kar pomeni, da tak cikel ne obstaja,
saj je Tq, drevo.

Po Zornovi lemi obstaja maksimalni element M mnozice S. Ker je M v S, je M drevo. Ce M
ne bi vseboval vseh vozlis¢ grafa G, bi obstajalo vozlisée v € V(G), ki ne bi bilo v V/(M). Ker je G
povezan, obstaja pot od vozlis¢a v do nekega vozliscéa u € V(M). Ce sledimo tej poti v smeri od v
proti u, slej ko prej naletimo na sosednji vozliséi vg € V(G)\V (M) in uy € V(M). Oznacimo z M*
graf, za katerega velja V(M*) =V (M) U{vo} in E(M*) = E(M) U {voup}. Torej je M < M*, kar
pa je v protislovju z dejstvom, da je M maksimalni element. Sledi, da je M vpeto drevo grafa G.
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