LIEJEVE ALGEBRE MAJHNIH RAZSEZNOSTI
VALERIJA JORDAN

Fakulteta za matematiko in fiziko
Univerza v Ljubljani

Teorija Liejevih algeber je obsezno matemati¢no podrocje, ki danes igra pomembno vlogo v matematiki in teore-
tiéni fiziki. Clanek odgovori na vprasanje, katere Liejeve algebre majnih razseznosti, torej dimenzij 1, 2 in 3, obstajajo
in kako jih klasificirati. Najprej so predstavljene Lieje algebre na splosno, sledi nekaj primerov ter vse potrebne te-
oreti¢ne osnove za klasifikacijo Liejevih algeber majhnih razseznosti. Ravno ta klasifikacija pa predstavlja glavni del
¢lanka.

LOW-DIMNESIONAL LIE ALGEBRAS

The theory of Lie algebras represents an important subject in modern mathematics and theoretical physics. The
goal of this article is to classify low-dimnesional Lie algebras, i.e., those of dimensions 1, 2 and 3. First, the Lie algebras
in general are introduced, some examples are given and theoretical background for the classification of low-dimensional
Lie algebras is prepared. This classification is the main part of the article.

1. Uvod

Teorija Liejevih algeber je obsezno matematicno podrocje, ki se je razvilo iz preucevanja Liejevih
grup. Te je v 19. stoletju Studiral norveski matematik Marius Sophus Lie, po katerem se tudi
imenujejo. Tako Liejeve grupe kot tudi Liejeve algebre danes igrajo pomembno vlogo na razli¢nih
podroc¢jih matematike in teoreti¢ne fizike. Eno izmed vpraSanj, ki se pojavi pri Studiju Liejevih
algeber je, koliko razliénih (neizomorfnih) Licjevih algeber obstaja in kako jih klasificirati? Clanek
se bo omejil zgolj na Liejeve algebre majhnih razseznosti, torej tiste dimenzij 1, 2 in 3.

Tako pri spoznavanju splosnih Liejevih algeber na zacetku kot tudi pri razvrstitivi Liejevih
algeber majhnih razseznosti se ¢lanek opre predvsem na [1], pri klasifikaciji pa tudi na [4]. Vse
Liejeve algebre, ki jih bomo obravnavali, bodo kon¢no razsezne.

1.1 Definicija in primeri Liejevih algeber
Poglejmo si sedaj, kaj sploh je Liejeva algebra.
Definicija 1. Naj bo F polje. Liejeva algebra je vektorski prostor L, skupaj z bilinearno preslikavo
['a‘] LxL— L7 (‘T’y) = ['T7y]7
ki zadoSca naslednjima lastnostima:
1. [z,z] =0zavsex € L,

2. [z, [y, 2]] + [y, [z, 2]] + [z, [=,y]] = 0 za vse z,y,z € L.

Bilinearno preslikavo iz definicije imenujemo tudi Liejev oklepaj, [z,y] pa komutator elementov x
in y. Lastnosti 2 iz definicije pravimo Jacobijeva identiteta. Iz definicije Liejevega oklepaja sledi
nekaj njegovih pomembnih lastnosti:

(a) [z,y] = —[y,x] za vsaka =,y € L (antisimetricnost).

(b) [z,0] =0 =0, x] za vsak = € L.
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Lema 1. Ce za elementa x in y iz L velja [z,y] # 0, potem sta x in y linearno neodvisna.

Dokaz. To lastnost zlahka dokazemo z negacijo. Predpostavimo, da sta x in y linearno odvisna in
zelimo pokazati, da velja [z,y] = 0. Po predpostavki obstaja neki skalar k iz F, da je x = ky.
Potem je

[z, y] = [ky,y] = kly,y] = 0.
Sedaj si bomo ogledali nekaj osnovnih primerov Liejevih algeber.

Primer 1. Naj bo F polje realnih §tevil, torej F = R. Potem je R® z obi¢ajnim vektorskim
produktom (z,y) — = x y Liejeva algebra nad R. Za komutator dveh elementov torej vzamemo
njun vektorski produkt. Utemeljimo sedaj, da je to res Liejeva algebra. Vzemimo elementa x =
(w1, 22,23) in y = (y1,y2,y3) iz R3. Njun vektorski produkt je potem enak

Xy = (Toysz — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)-

Iz linearne algebre se spomnimo, da je R? vektorski prostor nad R in da je vektorski produkt
bilinearen. Prav tako ze vemo, da je vektorski produkt vektorja samega s seboj vedno enak 0,
oziroma [x,z] = 0 za vsak z € R3. Pokazimo sedaj $e Jacobijevo identiteto. Pri tem si pomagamo
s formulo z x (y x z) = (z - 2)y — (z - y)z, kjer je x - y obicajen skalarni produkt vektorjev x in y.
Pri ra¢unanju uporabimo komutativnost skalarnega produkta.

X (yxz)+yx(zxzx)+zx(xxy)

=z -2)y—(z-y)2)+((y-2)z = (y-2)2) + ((z-y)z — (2 - 2)y)
= 0.

Primer 2 (Komutativne Liejeve algebre). Naj bo V' poljuben vektorski prostor. Ce defini-
ramo [z,y] = 0 za vsaka z,y € V, postane V (skupaj s tako definiranim Liejevim oklepajem)
Liejeva algebra. Takim Liejevim algebram pravimo komutativne Liejeve algebre. Iz tega primera je
razvidno, da lahko na vsako polje F' gledamo kot na 1-dimenzionalno komutativno Liejevo algebro.

Primer 3. Naj bo A poljubna asociativna algebra nad poljem F. Ce za Liejev oklepaj poljubnih
dveh elementov z,y € A definiramo

[z,y] = zy — yu,

postane A Liejeva algebra nad F. Res, iz linearne algebre vemo, da je A vektorski prostor. S krajsim
racunom se lahko prepricamo tudi, da veljata lastnosti 1 in 2, kar prepus¢amo bralcu.

Vidimo torej, da vsaka asociativna algebra s tako definiranim Liejevim oklepajem postane Liejeva
algebra, zato lahko recemo, da so Liejeve algebre posploSitev asociativnih algeber. V nadaljevanju
si bomo ogledali Se nekaj taksnih primerov.

Primer 4 (Splosna linearna algebra). Naj bo V' neki kon¢no dimenzionalen vektorski prostor
nad poljem F'. Oznacimo z gl(V') mnozico vseh linearnih preslikav iz V' v V. Re¢emo ji tudi splosna
linearna algebra. Iz linearne algebre vemo, da je gl(V') asociativna algebra nad F, ¢e za operacijo
mnozenja vzamemo kompozitum preslikav. Iz primera 3 sledi, da V' postane Liejeva algebra nad F,
¢e definiramo Liejev oklepaj elementov z in y iz gl(V') z naslednjim predpisom:

[,y =x0y—yox zavsex,yeEglV),
kjer o oznacuje kompozitum preslikav.
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Primer 5. Ta primer je podoben primeru 4, le da je v matri¢ni obliki. Definiramo gl(n, F') kot
mnozico vseh n x n matrik nad poljem F. Tudi gl(n, F) je asociativna algebra nad F. Ce definiramo
Liejev oklepaj elementov z in y iz gl(n, F) kot

[z,y] = zy — yu,

kjer je xy obicajno mnozenje matrik, postane gl(n, F') Liejeva algebra nad F'.

Primer 6 (Specialna linearna algebra). Se en primer Liejeve algebre je sl(n, F), ki ji pravimo
specialna linearna algebra. To je podmnozica gl(n, F'), definirana kot

sl(n, F) = {A € gl(n, F)|sled(A) = 0}.

Torej je sl(n, F') mnozica vseh tistih n x n matrik nad poljem F', katerih sled (vsota diagonalnih
elementov) je enaka 0. Ce za Liejev oklepaj definiramo

[z,y] = 2y — yz,

postane sl(n, F') Liejeva algebra. Res, saj se vse lastnosti Liejevega oklepaja v tem primeru prenesejo
iz gl(n, F'). S kratkim rac¢unom se bralec lahko hitro prepri¢a tudi, da je sl(n, F') zaprta za to
operacijo, torej da je

[z,y] = zy —yz € sl(n, F).

Primer 7. Se ena podmnozica gl(n, F') je Liejeva algebra za isti Liejev oklepaj, kot smo ga definirali
v primeru 5. To je mnozica vseh zgornje trikotnih n x n matrik nad F, ki jo oznacimo z b(n, F').
Zelene lastnosti Liejevega oklepaja se tudi v tem primeru prenesejo iz gl(n, F), velja pa tudi, da
je b(n, F') zaprta za to operacijo. To sledi iz dejstva, da je produkt dveh zgornje trikotnih matrik
zgornje trikotna matrika in je tudi razlika dveh zgornje trikotnih matrik zgornje trikotna matrika.
Zato velja, da je za poljubni zgornje trikotni matriki = in y iz b(n, F') njun Liejev oklepaj [z,y] =
xy — yx zgornje trikotna matrika.

Primer 8. Podobno kot v primeru 7 lahko sklepamo, da je tudi mnozica vseh strogo zgornje tri-
kotnih n x n matrik Liejeva algebra za Liejev oklepaj, definiran enako kot v primeru 5. Oznacimo
jo z n(n, F') in je, prav tako kot b(n, F'), podmnozica splosne linearne algebre.

S pomocjo primerov smo dobili malo boljso predstavo o Liejevih algebrah. Sedaj pa si oglejmo,
kaksne podstrukture lahko nastopajo znotraj njih.

1.2 Podalgebre, ideali in direktna vsota Liejevih algeber

V tem podpoglavju si bomo ogledali nekaj pomembnih podstruktur Liejevih algeber, ki jih bomo
kasneje potrebovali za klasifikacijo Liejevih algeber majhnih razseznosti. Videli bomo tudi, kako iz
dveh Liejevih algeber zgradimo novo Liejevo algebro.

Definicija 2. Naj bo L Liejeva algebra. Liejeva podalgebra K Liejeve algebre L je vektorski pod-
prostor K C L, za katerega velja

[z,y] € K zavsex,y€ K.

Liejeve podalgebre so same zase Liejeve algebre. Primeri 6, 7 in 8 so primeri Liejevih podalgeber
gl(n, F). Pomembni primeri podalgeber so ideali.
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Definicija 3. Naj bo L Liejeva algebra. Ideal I Liejeve algebre L je vektorski podprostor I C L,
za katerega velja
[,y € [ zavse xz € Lin vse y € I.

Iz definicije sledi, da je vsak ideal tudi podalgebra. Obratno pa ni nujno res: Vsaka Liejeva po-
dalgebra ni nujno ideal. To nam jasno pokaze naslednji primer. Vzemimo kar b(n, F') in gl(n, F).
Iz primera 7 je razvidno, da b(n, F') zadosca definiciji za podalgebro gl(n, F'), za n > 2 pa b(n, F)
ni ideal gi(n, F). Naj bo namre¢ e;; matrika, ki ima v ¢-ti vrstici in j-tem stolpcu enico, povsod
drugod pa nicle. Vzemimo sedaj matriko e, za katero vemo, da je element b(n, F') in matriko egq,
ki je element gl(n, F'). Njun Liejev oklepaj, torej [ea1,e11] = e21€11 — e11€21 = €21 — 0 = €21 pa ni
element b(n, F'), torej b(n, F') ni ideal gl(n, F). Zlahka se prepricamo, da je vsaka Liejeva algebra
L sama svoj ideal in tudi da je {0} ideal vsake Liejeve algebre. Tema dvema idealoma pravimo
trivialna ideala Liejeve algebre L. Pomemben primer ideala, ki je pogosto netrivialen, pa je center
Z(L).

Definicija 4. Naj bo L Liejeva algebra. Center Z(L) Liejeve algebre L je vektorski podprostor
Z(L) C L, podan s predpisom

Z(L)={x € L;[z,y] =0 zavsey € L}.

Center Liejeve algebre je torej mnozica tistih elementov, ki komutirajo z vsemi elementi v tej
Liejevi algebri. Iz definicije je razvidno, da je Liejeva algebra L enaka svojemu centru natanko tedaj,
ko je L komutativna.

Poglejmo si sedaj, kako lahko iz dveh idealov dobimo nov ideal.

Definicija 5. Naj bosta I in J ideala Liejeve algebre L. Produkt idealov I in J je mnozica
[I,J] = Lind[x,y]:x €1,y € J}

Produkt idealov I in J je torej linearna lupina vseh komutatorjev elementov x in y, pri ¢emer je x
iz I in y iz J. Naslednja trditev pove, da je produkt idealov tudi ideal.

Trditev 2. Naj bosta I in J ideala Liejeve algebre L. Potem je njun produkt [I,J] ideal v L.

Dokaz. Ze iz definicije sledi, da je [I,.J] vektorski podprostor, saj je linearna lupina vseh Liejevih
oklepajev elementov x in y, pri Gemer je x iz I in y iz J. Zelimo pokazati Se, da velja

[u,v] € [I,J] za vse u € L in vse v € [I, J].

Element v iz [I, J] lahko po definiciji produkta idealov zapiSsemo na slede¢ nacin:

v = Z (679 [l‘na yn]

an€l
xnela yneJ

Iz bilinearnosti Liejevega oklepaja sledi, da je

[u,v] = |u, Z anlTn, yn] | = Z an[U, [0, Yn]]-

an€l an€l
Tn€l, yn€J zn€l, yn€J

Oglejmo si sedaj, kje se nahaja Liejev oklepaj [u, [z,y]] za poljubna x € I in y € J. Jacobijeva
identiteta nam da
[u, [z, y]] = [, [u, y]] + [[u, 2], y].
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Ker sta I in J ideala, velja, da je [u,z] € I ter [u,y] € J. Zato je [[u,z],y] € [I,]] ter [z, [u,y]] €
[1,.J]. Cisto na zacetku dokaza smo utemeljili, da je [I,.J] vektorski podprostor, zato je tudi vsota
[z, [u,y]] + [[u, x],y] € [, J]. Pokazali smo torej, da je za poljubne elemente u € L, z €  iny € J
Liejev oklepaj [u, [z,y]] v [I,J]. Zato je tudi

[u, U] = Z an[ua [xmyn]] S [L J]v
an€lF
xn€l, yneJ

saj je [I, J] vektorski podprostor. Tako smo pokazali, da je [I, J] res ideal.
Ce namesto idealov I in J vzamemo kar Liejevo algebro L, pa dobimo izpeljano algebro.
Definicija 6. Izpeljana algebra L' Liejeve algebre L je

L' =L, L]

Ker je Liejeva algebra L tudi ideal, je zgornja definicija smiselna. Oglejmo si primer Liejeve algebre,
ki je enaka svoji izpeljani algebri.

Primer 9. Vzemimo mnozico vseh 2 x 2 matrik s sledjo 0 nad poljem F', ki nima karatkerstike
2, torej sl(2,F). V primeru 6 smo utemeljili, da je to res Liejeva algebra. Utemeljimo, da velja
sl(2,F) = sl(2, F)'. Po [3] lahko za bazo sl(2, F) vzamemo B = {xz,y, z}, pri Cemer je

(5 0) =0 0) =0 5)

Ker je Liejev oklepaj bilinearen, izpeljano algebro generirajo komutatorji baznih elementov z,y in
z. Poglejmo, kateri so ti elementi:

= 0 -C D -6 2)-
e ()66 )6 -6 ) -
) [ RO [ R

Izpeljana algebra je torej generirana z elementi —2x, —2y in z. Ker skalarji pri tem ne igrajo

—

nobene vloge, lahko brez skode za sploSnost recemo, da elementi x, y in z generirajo izpeljano
algebro oziroma, da je njena baza enaka B = {x,y, z}. Ugotovili smo, da imata sl(2, F) in sl(2, F)’
isto bazo, zato res sovpadata.

1.2.1 Direktna vsota Liejevih algeber

Recimo, da imamo Liejevi algebri H in K. Ali lahko iz teh dveh algeber na kak na¢in dobimo novo
Liejevo algebro? Odgovor na zastavljeno vprasanje podaja naslednja trditev.

Trditev 3. Naj bosta H in K Liejevi algebri nad poljem F. Definiramo
L:={(h,k); he H, ke K}.
Ce za Liejev oklepaj vzamemo
[(ha, k1), (he, k2)] = ([h1, ho], [k1, k2]),

postane L Liejeva algebra.
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Pravimo, da je L direktna vsota H in K in zapiSemo L = H & K.

Dokaz trditve v celoti bomo izpustili, vseeno pa se iz linearne algebre spomnimo, da je direktna
vsota vektorskih prostorov vektorski prostor. Liejevi algebri H in K sta tudi vektorska prostora,
zato je L vektorski prostor. Preveriti je treba le Se, da je Liejev oklepaj bilinearen in zadosca
lastnostima 1 in 2. Vse to sledi iz definicij, o ¢emer se bralec lahko prepri¢a sam.

V nadaljevanju bomo spoznali Se dve zanimivi posledici, ki pravita, da za Liejevo algebro L,
ki jo lahko zapisemo kot direktno vsoto Liejevih algeber H in K, velja, da lahko tudi njen center
zapiSemo kot direktno vsoto centrov algeber H in K. Prav tako lahko tudi izpeljano algebro L'
zapiSemo kot direktno vsoto izpeljanih algeber H' in K.

Lema 4. Naj bo Liejeva algebra L direktna vsota Liejevih algeber H in K, torej L = H® K. Potem
lahko center Z(L) zapiSemo kot direktno vsoto centrov Z(H) in Z(K), torej Z(L) = Z(H) & Z(K).

Dokaz. Po definiciji centra je

Z(L)={z€L; [»,y =0zavsak y € L}
={(h,k) € H® K; [(h,k),(y1,y2)] = (0,0) za vsak (y1,y2) € H® K}.

Za vsak urejeni par (yi,y2) iz H & K torej velja [(h, k), (y1,y2)] = (0,0). Iz tega po definiciji
Liejevega oklepaja v L sledi, da mora biti ([h, y1], [k, y2]) = (0,0) za vsak (y1,y2) iz H ® K. Zato je
[h,y1] = 0 za vsak y; iz H, torej je h element Z(H). Podobno je tudi [k,y2] = 0 za vsak yo iz K in
je zato k element Z(K). Ugotovili smo, da je prva komponenta elementov iz Z(L) iz Z(H), druga
komponenta pa je iz Z(K). Obratna inkluzija je o¢itna. Center Z(L) torej res lahko zapisemo kot
direktno vsoto Z(L) = Z(H) & Z(K).

Lema 5. Naj bo Liejeva algebra L direktna vsota Liejevih algeber H in K, torej L = H® K. Potem
lahko izpeljano algebro L' zapisemo kot direktno vsoto izpeljanih algeber H' in K', torej L' = H' ® K'.

Dokaz. UpoStevamo definicijo izpeljane algebre in Liejevega oklepaja v L in dobimo

L' = gin{[z,y];z,y € L}
= Lin{[(h1, k1), (ha,ko)]; hi € H, k; € K zai=1,2}
= Lin{([h1, ha], [k1,k2]); hi € H, ki € K zai=1,2}
= (Lin{[h1, ho]; h; € H za i = 1,2}, Lin{[k1,ka]; k; € K zai=1,2})
=H e K

1.3 Homomorfizmi Liejevih algeber in strukturne konstante

Preden se zares lotimo klasifikacije Liejevih algeber majhnih razseznosti, moramo pojasniti Se, kaj
pomeni, da sta dve Liejevi algebri ”enaki” oziroma v matemati¢nem jeziku izomorfni. Poleg tega si
bomo ogledali Se strukturne konstante. To so skalarji, ki nam povedo, kako se komutatorji izrazajo
kot linearne kombinacije elementov iz Liejeve algebre.

Definicija 7. Naj bosta L in Lo Liejevi algebri nad poljem F'. Preslikava ¢ : L1 — Lo je homo-
morfizem Liejevih algeber L1 in Lo, ¢e velja:

(D) oz +y) = é(z) + 6(y),
(I1) ¢(Az) = Ap(z),
(II) @[z, y] = [p(x), P(y)],
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zavse x,y € L1 in A€ F.

Ker mora homomorfizem zados¢ati lastnostima I in II, je linearna preslikava. Ce je homomorfizem
bijektiven, ga imenujemo izomorfizem. Sedaj pa si poglejmo, kaj v matemati¢nem jeziku pomeni,
da sta dve Liejevi algebri “enaki”, tj. izomorfni.

Definicija 8. Liejevi algebri L in Ly sta izomorfni, ¢e obstaja izomorfizem
(b L1 — L.
Izomofrnost algeber Lq in Ly oznac¢imo z Ly = Ls.

Ce Liejevi algebri nista izomorfni, pravimo, da sta neizomorfni. Za zacetek si poglejmo primer
homomorfizma

Primer 10. Zelo pomemben primer homomorfizma je adjungirani homomorfizem. To je preslikava
ad: L — gl(L),
dana s predpisom
(ad z)(y) == [z,y] za vsaka x,y € L.

Ker je Liejev oklepaj bilinearen, je preslikava ad = za vsak x € L linearna. Tudi preslikava x — ad x
je iz istega razloga linearna. Da bo ad x res homomorfizem, moramo, upostevajoc¢ definicijo Liejevega
oklepaja v gl(V'), pokazati Se, da je

ad([z,y]) = [ad z,ad y] = ad zoad y —ad yoad x za vse z,y € L. (1)

Na poljubnem elementu z € L preverimo, da ta enakost drzi. Pri rac¢unanju upostevamo antisimen-
tricnost komutatorja in Jacobijevo identiteto. Torej

ad([z, y])(2) = [[z,y], 2] = =[2, [2, 9] = [, [y, 2] + [y, [, 2]
= [z, [y, 2l] = [y, [z, 2] = (ad 2)((ad y)(2)) — (ad y((ad )(2))
= (ad xoad y)(z) — (ad y o ad z)(z).

Ker je to res za vsak z € L, enakost (1) res velja.

Naslednja lema govori o pomembni lastnosti adjungiranega homomorfizma.

Lema 6. Najbo L Liejeva algebra in naj bo z neki element izpeljane algebre L'. Potem je sled(ad z) =
0.

Preden si pogledamo dokaz, povejmo, kaj je sled linearne preslikave ad x : L — L, saj bomo to
v nadaljevanju veckrat potrebovali. Iz linearne algebre vemo, da lahko tako linearno preslikavo
predstavimo s kvadratno matriko, ki je odvisna od izbire baze. Ta izbira je poljubna, zato lahko
to linearno preslikavo predstavimo z neskonéno mnogo matrikami. Vendar pa so vse te matrike
povezane, so si namre¢ podobne. Ker sta sledi podobnih matrik enaki, lahko za sled preslikave ad x
vzamemo sled poljubne pripadajoce matrike. Sedaj pa se vrnimo na dokaz prejsnje leme.

Dokaz. Vsak element iz izpeljane algebre lahko zapisemo kot linearno kombinacijo Liejevih oklepajev
[z, y], kjer sta x,y € L. Ker je sled linearna preslikava, je dovolj pokazati, da velja

sled(ad [z,y]) = 0 za vsaka x,y € L.
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Res, saj je

sled(ad [x,y]) = sled(ad x o ad y — ad y o ad x)
= sled(ad x o ad y) — sled(ad y o ad x)
=0,

pri éemer smo upostevali, da je sled(f o g) = sled(g o f) za linearni preslikavi f in g.

Iz naslednje leme sledi pomembna lastnost izomorfizmov, ohranjaje diagonalizabilnosti preslikave
ad .

Lema 7. Naj bosta H in K Liejevi algebri in naj bo ¢ : H — K izomorfizem. Potem wvelja: ce je
za h € H preslikava ad h : H — H diagonalizabilna, potem je tudi preslikava ad ¢(h) : K — K
diagonalizabilna.

Dokaz. Predpostavimo, da je za neki element h € H preslikava ad h : H — H diagonalizabilna. To
pomeni, da obstaja taka baza By = {h1, he, ..., h,} Liejeve algebre H, da lahko matriko preslikave
ad h v tej bazi zapiSemo v diagonalni obliki:

az 0 0O --- O
0 az 0 --- 0
adh=10 0 a3 --- O
0 0 0 - agn

Ker je ¢ izomorfizem, iz linearne algebre vemo, da je Bx = {¢(h1), #(h2),...,¢(h,)} baza za K,
velja pa tudi, da za poljubna z,y € H velja ¢[x,y] = [¢(x), #(y)]. Torej velja tudi za h in h; (za
vsak i = 1,2,...,n). ZapiSemo lahko

[p(h), p(hi)] = ¢[h, hi] = Pp(aihi) = aip(hi).

Preslikavo ad ¢(h) : K — K lahko zato v bazi Bg zapisemo z diagonalno matriko

aa 0 0 --- O

0 ao 0 --- O
ad p(h) = [ 0 0 a 01,

0 0 0 an

kar pomeni, da je ad ¢(h) res diagonalizabilna.

Oglejmo si sedaj Se strukturne konstante. To so konstante, ki doloc¢ajo izrazavo komutatorjev
kot linearno kombinacijo baznih elementov iz Liejeve algebre. Imejmo torej Liejevo algebro L nad
poljem F', katere baza je B = {x1,z2,...,2,}. Ker je Liejev oklepaj bilinearen, je komutator [y, z],
kjer sta y in z poljubna elementa iz L, natan¢no dolocen s komutatorji baznih elementov, torej s
komutatorji oblike [z;, z;]. Tako pridemo do naslednje definicije.

Definicija 9. Naj bo L Liejeva algebra z bazo B = {x1,x2,...,z,}. Strukturne konstante L glede
na bazo B so skalarji a?} eF i,j=1,2,...n,m=1,2,...,n, za katere je

n
[, 5] = Z aii Tm.
m=1

8 Matrika 5 (2018) 2



Liejeve algebre majhnih razseznosti

Iz definicije je razvidno, da se strukturne konstante nanasajo na dolo¢eno bazo Liejeve algebre,
zato so strukturne konstante v razli¢nih bazah v splosnem razlicne. Izjema so komutativne Liejeve
algebre, v katerih so strukturne konstante ne glede na izbor baze vselej enake 0. Po lastnosti 1
Liejevega oklepaja sledi, da je [z;,z;] = 0 za vsak i = 1,2,...,n, prav tako pa po lastnosti a velja,

da je [z, z;] = —[z;,x;]. Zato je dovolj, da poznamo strukturne konstante a] za 1 <i < j<n.V

J
nadaljevanju si bomo ogledali dva primera strukturnih konstant.

Primer 11. Pois¢imo strukturne konstante specialne linearne algebre s/(2,C). V primeru 9 smo

(01 _ (0 0y (1 0
o) \10) " o =1 )

velja [x,y] = z, [x,2] = —2z in [y, z] = 2y. PiSemo lahko x; = =, 9 = y, 3 = z. Strukturne

videli, da v bazi {z,y, z},

konstante so torej enake

1 _ 2 3
ajg =0 aja =0 a1p =
1 _ 2 3 _
a13——2 a13—0 (113—0
1 2 3 _
azz; =0 azz =2 Qg3 =

Omenimo $e, da ima glede na bazo {z,y, z} enake strukturne konstante tudi sl(2,R).

Primer 12. Kaksne pa so strukturne konstante za R?® z obi¢ajnim vektorskim produktom? Izbe-
remo si standardno bazo B = {i,j, k} in zapisimo x1 = i, x2 = j, 3 = k. Vemo, da je [i,j] = k,

[i,k] = —j in [, k] = i. Zato so strukturne konstante enake
1 2 3
ajp =0 ajp =0 G123 =
a%3=0 G%BZ_]. CL??)ZO
1 2 3
agy =1 azy =0 (g3 =

Sedaj bomo pokazali pomembno trditev, ki pove, kako so povezane strukturne konstante z
izomorfnimi Liejevimi algebrami.

Trditev 8. Naj bosta H in K Liejevi algebri. Potem sta H in K izomorfni natanko tedaj, ko ob-
stajata taki bazi By za H in B za K, da so strukturne konstante H glede na By enake strukturnim
konstantam K glede na B .

Dokaz. (=) Recimo, dasta H in K izomorfni. Najbo ¢ : H — K izomorfizem, By = {hi, ha,..., hy}
naj bo baza za H in a;} naj bodo strukturne konstante H glede na By, torej

(i, hj] Za

Is¢emo tako bazo Bi za K, da bodo strukturne konstante H glede na By enake strukturnim
konstantam K glede na Bg. Trdimo, da je

BK = {¢(h1), d)(h?)v s 7¢(hn)}

iskana baza. Iz linearne algebre vemo, da je to res baza za K, preveriti pa moramo Se, ali se
strukturne konstante ujemajo. Ker je ¢ izomorfizem, velja

olhi, ) (Za >: > allé(hm) = [6(ha). $(hy)],
m=1
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torej je
[B(hi), (k)] =Y af}
m=1

in se strukturne konstante res ujemajo.
(<) Recimo, da obstajata taki bazi By = {hi, ho,...,hn}t in Bx = {ki1,k2,...,kn}, da so
strukturne konstante H glede na By enake strukturnim konstantam K glede na By . PiSemo lahko

[hi, hy] Z%h in [k, kj] Za

Poiskali bomo izomorfizem med H in K. Naj bo ¢ : H — K linearna preslikava, za katero definiramo
¢(h;) == k;. Iz linearne algebre vemo, da je ¢ izomorfizem H in K, ¢e na njiju gledamo kot
na vektorska prostora. Da pa bo ¢ tudi izomorfizem Liejevih algeber, mora veljati se ¢[z,y] =
[0(x), ¢(y)] za poljubna elementa x,y € H. Ker je Liejev oklepaj bilinearen, zadosca preveriti, da
to velja za vsaka bazna elementa h;, h;.

n

dlhi, hi] = ¢ (Z a;?;hm> => aj
m=1

m=1

= Z akm = [ki, k]
= [¢(hz’)7 o(hy)]

Izrek pove, da ce se strukturne konstante dveh Liejevih algeber ujemajo, sta potem ti dve algebri
zagotovo izomorfni. Ni pa nujno, da nista izomorfni, ¢e se strukturne konstante glede na neki bazi
ne ujemajo.

2. Liejeve algebre majhnih razseznosti

Definirali smo vse pomembne pojme, ki jih bomo v nadaljevanju potrebovali za preucevanje Liejevih
algeber majhnih razseznosti. Zanimalo nas bo, koliko razli¢nih (neizomorfnih) Liejevih algeber je in
kako jih razvrstiti. Pri organizaciji razvrstitve si bomo pomagali z nekaj lemami, s pomocjo katerih
bomo spoznali lastnosti izomorfizmov in katere kriterije lahko uporabimo za klasifikacijo Liejevih
algeber. Prva lema pove, da so Liejeve algebre razlicnih dimenzij zagotovo neizomorfne.

Lema 9. Liejevi algebri razlicnih dimenzij ne moreta biti izomorfni.

Dokaz. Vsaka Liejeva algebra je vektorski prostor. Iz linearne algebre se spomnimo, da sta dva
vektorska prostora izomorfna natanko tedaj, ko sta istih dimenzij. Zato dve Liejevi algebri razli¢nih
dimenzij ne moreta biti izomorfni, saj nista izomorfni niti kot vektorska prostora.

Ta lema nam omogoca organizacijo razvrstitve Liejevih algeber glede na njihovo dimenzijo.
S pomocjo naslednje leme pa bomo spoznali, da izomorfizmi Liejevih algeber ohranjajo izpeljane
algebre in centre Liejevih algeber.

Lema 10. Naj bosta Ly in Lo Liejevi algebri nad poljem F in naj bo ¢ : Ly — Lo izomorfizem.
Potem velja:

(i) ¢(L1) =
(ii) ¢(Z(L1)) = Z(La).
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Dokaz. Najprej dokazimo, da izomorfizmi ohranjajo izpeljane algebre, torej trditev (i). To bomo
naredili v dveh korakih. V prvem koraku bomo pokazali, da velja ¢(L}) C Lj, v drugem koraku pa
bomo pokazali se ¢~ (L) C L;. Od tod sledi (i).
1. korak: Zelimo pokazati ¢(L}) C L,. Naj bo e; € L). Po definiciji L} lahko zapisemo
e1 = > «j[l;,l;]. Zanima nas, ¢e je ¢(e1) € L. Sedaj upostevamo, da je ¢ izomorfizem in
oL
vidimo, da je

dler) = | Y. ayllilj] | = Y ailel), ¢1;)).
OtijEF OzijEF
LileL) liljeLy
Kar smo dobili, je linearna kombinacija komutatorjev slik elementov iz Li. Ker velja ¢(1;), ¢(l;) €
Lo, je [¢(Li), #(1;)] € Lf. Zato po definiciji L} res sledi, da je ¢(eq) € L.
2. korak: V tem koraku se iz linearne alegbre spomnimo, da je inverz izomorfizma izomorfizem.
Sedaj postopamo enako kot v koraku 1 in tako pokazemo, da res velja ¢~ 1(L}) C L.
Dokaz trditve (ii) je podoben in prepuscen bralcu.

Iz zadnje leme sledi zelo pomembna posledica, ki nam bo omogocila, da razvrstitev Liejevih
algeber organiziramo posebej za komutativne in posebej za nekomutativne Liejeve algebre.

Posledica 11. Naj bosta H in K Liejevi algebri istih dimenzij. Naj bo H komutativna, K pa
nekomutativna. Potem H in K ne moreta biti izomorfni.

Dokaz. Res, saj je komutator poljubnih dveh elementov iz H enak 0, v K pa morata obstajati vsaj
dva elementa z in y, katerih komutator je razlicen od 0. Ce bi bil ¢ : H — K izomorfizem, bi moralo
za neka u,v € H veljati

0= ¢([u,v]) = [d(u), ¢(v)] = [x,y] # 0,

kar pa je protislovje.

Od sedaj naprej bomo razdelili klasifikacijo Liejevih algeber majhnih razseznosti na komutativne in
nekomutativne.

2.1 Komutativne Liejeve algebre

V tem podrazdelku si bomo ogledali koliko razli¢nih komutativnih Liejevih algeber obstaja. Vemo ze,
da Liejevi algebri razli¢nih dimenzij ne moreta biti izomorfni, zato klasifikacijo lo¢imo na dimenzije.
Ceprav je trenutno nas cilj razvrstiti komutativne Liejeve algebre majhnih razseznosti, pa bomo
videli, da to lahko storimo celo za vse razseznosti.

Izrek 12. Naj bosta Ly in Lo komutativni Liejevi algebri istih dimenzij nad poljem F. Potem sta
L1 in Ly izomorfni.

Dokaz. Ker imata Ly in Lo isti dimenziji, iz linearne algebre vemo, da sta izomorfni kot vektorska
prostora. Naj bo ¢ : L1 — Lo izomorfizem L; in Ls, pri ¢emer na ¢ trenutno gledamo kot na
izomorfizem vektorskih prostorov. Preslikava ¢ je zato ze linearna, da pa bi bila tudi izomorfizem
Liejevih algeber, mora veljati Se:

¢[.ﬁt‘, y] = [¢($)7 ¢(y)]

za vsaka z,y € Li. Obe strani sta o¢itno enaki 0 in iz tega sledi, da je ¢ res izomorfizem Liejevih
algeber Ly in Lo.
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Videli smo, da sta za vsako naravno stevilo n poljubni dve komutativni Liejevi algebri dimenzije
n izomorfni. Zato obstaja natanko ena (do izomorfizma natanéno) komutativna Liejeva algebra
dimenzije n. S tem smo razvrstili vse komutativne Liejeve algebre. Preden se spustimo v Studij
nekomutativnih Liejevih algeber, pa bomo pokazali Se, da so vse 1-razsezne Liejeve algebre komu-
tativne.

Trditev 13. Vsaka 1-dimezionalna Liejeva algebra je komutativna.

Dokaz. V 1-rasezni Liejevi algebri L sta vsaka dva elementa linearno odvisna, zato je njun komutator
po lemi 1 enak 0. Zato je L res komutativna.

Vse Liejeve algebre dimenzije 1 so torej komutativne, in po izreku 12 obstaja natanko ena, do
izomorfizma natan¢no doloc¢ena Liejeva algebra. V nadaljevanju Liejeveih algeber dimenzije 1 zato
ne bomo ve¢ obravnavali, saj smo o njih ugotovili vse, kar nas je zanimalo.

2.2 Nekomutativne Liejeve algebre

V tem razdelku se bomo ukvarjali s klasifikacijo nekomutativnih Liejevih algeber majhnih razsezno-
sti. Premislimo najprej, kako bi jih lahko razvrstili. Po lemi 9 sledi, da Liejeve algebre razli¢nih
dimenzij med seboj ne morejo biti izomorfne. Zato bomo iskanje razlicnih Liejevih algeber locili
glede na njihovo dimenzijo. Ker obravnavamo samo Liejeve algebre majhnih razseznosti, bomo
med seboj locili Liejeve algebre dimenzije 2 in dimenzije 3 (spomnimo se, da so vse Liejeve algebre
dimenzije 1 komutativne in jih v tem razdelku zato ne bomo obravnavali). Vemo, da je center
nekomutativne Liejeve algebre L njena prava podmnozica in da je izpeljana algebra L’ nenicelna.
Lema 10 nam pove tudi, da izomorfizmi ohranjajo izpeljane algebre in centre Liejevih algeber, zato
bomo iskanje razlicnih Liejevih algeber od sedaj naprej organizirali glede na lastnosti izpeljanih
algeber in centrov Liejevih algeber. Zaceli bomo z 2-razseznimi Liejevimi algebrami, potem pa si
bomo pogledali Se 3-razsezne.

2.2.1 Dimenzija 2

Oglejmo si najprej nekomutativne Liejeve algebre dimenzije 2. Zanima nas, koliko razli¢nih obstaja
in katere so. Recimo torej, da imamo 2-razsezno nekomutativno Liejevo algebro L nad poljem F'.
Za zacetek se bomo vprasali, kaj lahko povemo o njeni izpeljani algebri. Vemo, da izpeljana algebra
L’ ni trivialna, saj zaradi nekomutativnosti L obstajata taka linearno neodvisna elementa z in y iz
L, da je [z,y] # 0. Za bazo L lahko tako vzamemo kar B = {z,y}. Prav element [z,y] generira
izpeljano algebro L’ in je zato ta 1-razseZna.

Vzemimo sedaj neki nenicelni element u iz L' in Se en, od njega linearno neodvisen, element
v' iz L. To lahko naredimo, saj je L 2-dimenzionalna. Vemo, da je [u,v’] v L' in da mora biti
komutator [u,v’] nenieln, sicer bi bila L komutativna. Ker smo rekli, da je L’ 1-dimenzionalna,
obstaja tak skalar k iz F', da je [u,v'| = ku. Ker skalar ne vpliva na strukturo L, lahko v' zamenjamo

/

z v = k~!v'. Potem dobimo [u,v] = u. Zdaj lahko preimenujemo spremenljivke in imamo v = z,

v =1y, bazo B = {x,y} ter
[z, 9] = . (2)

Poglejmo sedaj na vse skupaj iz drugega zornega kota: naj bosta x in y taka linearno neodvisna
elementa iz L, za katera definiramo [z,y] = x. Naj velja tudi [u,u] = 0 in [u,v] = —[v,u] za
vse elemente u in v iz L. V naslednjem koraku bomo preverili, da tak predpis res doloca Liejev
oklepaj. Lastnost 1 je izpolnjena ze po predpostavkah, pokazati pa moramo Se Jacobijevo identiteto.
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Vzemimo poljubne tri elemente r, s, t iz F'. Vse tri lahko zapiSemo kot linearno kombinacijo baznih
elementov: r = ax + by, s = cx + dy, t = ex + fy. Zelimo pokazati, da velja

(s [s, 8] + s, [t, 7]l + [t [, ]] = 0. (3)

Namesto elementov r, s,t v levo stran enacbe (3) zapiSemo njihovo izrazavo z baznima elementoma
x in gy in tako po nekaj ra¢unanja dobimo

[, [s, 2]+ [s, [t, 7]] + [t [r, 8] = [ax + by, cf [, y] — defx, y]]
+ [cx + dy, eblz, y| — falz,y]]
+ [ex + fy, adlz, y] — belz, y]]
= [ax + by, cfr — dex] + [cx + dy, ebxr — fax]
+ [ex + fy, adx — bex]
— [by, (cf — de)a] + [dy, (eb — fa)e] + [fy, (ad — be)a]
=b(de — cf)x+d(fa— eb)x + f(bc — ad)x
=0.

Jacobijeva identiteta je res izpolnjena. Pokazali smo torej, da za nekomutativno 2-dimenzionalno
Liejevo algebro obstaja taka baza B = {z,y}, da lahko Liejev oklepaj definiramo s predpisom
[z,y] = z. S pomocjo tega bomo dokazali naslednji izrek.

Izrek 14. Do izomorfizma natancéno obstaja natanko ena 2-dimeznionalna nekomutativna Liejeva
algebra nad poljem F.

Dokaz. Naj bosta L in K nekomutativni 2-dimenzionalni Liejevi algebri nad poljem F'. Zgoraj smo
videli, da obstajata taki bazi By = {z,y} (baza L) in Bx = {u,v} (baza K), da velja [z,y] = x ter
[u,v] = u. Ce za linearno presllikavo ¢ : L — K definiramo

¢(z) = uin ¢(y) = v,

se zlahka prepricamo, da je ¢ izomorfizem vektorskih prostorov L in K. Ker je ¢ linearna, se
moramo prepricati le Se, da velja

ola, yl = [p(x), o(y)]- (4)

Zaradi bilinearnosti Liejevega oklepaja je res dovolj, da ta pogoj preverimo samo na bazi. Ce
upostevamo definicijo Liejevega oklepaja v L, dobimo ¢[z,y] = ¢(z) = u. Zdaj upostevamo definicijo
Liejevega oklepaja v K in dobimo [¢(z), ¢(y)] = [u,v] = u. Enakost (4) torej drzi. Preslikava ¢ je
torej izomorfizem Liejevih algeber L in K. S tem smo pokazali, da med poljubnima nekomutativnima
2- dimenzionalnima Liejevima algebrama lahko najdemo izomorfizem. Zato obstaja natanko ena
(do izomorfizma natancéno) taka Liejeva algebra.

2.2.2 Dimenzija 3

V tem poglavju se bomo ukvarjali z iskanjem razli¢nih nekomutativnih 3-razseznih Liejevih algeber.
Kot smo ze razmislili, lahko iskanje razdelimo glede na lastnosti izpeljane algebre L’ in centra Z(L).
Lo¢ili bomo primere, ki se bodo med seboj razlikovali v dimeziji izpeljane algebre ter vsebovanosti
centra v izpeljani algebri.
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2.2.3 Primer, ko je dimL' =

V tem podrazdelku bomo obravnavali 3-dimenzionalne Liejeve algebre, katerih izpeljana algebra L’

je 1-dimenzionalna. Pri tem bomo lo¢ili primera, ko je izpeljana algebra vsebovana v centru in ko

ni vsebovana v njem.

14

(I) Izpeljana algebra je vsebovana v centru: L' C Z(L). Naslednja trditev nam pove, da obstaja

natanko ena taksna Liejeva algebra. Imenujemo jo Heisenbergova algebra.

Izrek 15. Naj bo L 3-dimenzionalna nekomutativna Liejeva algebra nad poljem F. Naj bo
izpeljana algebra L' 1-dimenzionalna in vsebovana v centru, torej L' C Z(L). Potem do
izomorfizma natanéno obstaja natanko ena taka Liejeva algebra.

Dokaz. Najprej bomo pokazali, da za L obstaja taka baza B = {x,y, z}, da velja [z, y] = z ter
je z vsebovan v centru. Potem bomo med poljubnima 3-dimenzionalnima nekomutativnima
Liejevima algebrama z 1-dimenzionalno izpeljano algebro poiskali izomorfizem in tako prisli
do zakljucka, da res obstaja (do izomorfizma natanéno) natanko ena.

Vzemimo taka linearno neodvisna elementa x in y iz L, da je [z, y] # 0. To lahko naredimo,
saj je L nekomutativna. Ker smo predpostavili, da je izpeljana algebra L’ 1-dimenzionalna, jo
lahko zapisemo kot linearno kombinacijo elementa [z,y]. V matemati¢nem jeziku to pomeni

L' = gin{lz,y]} = {afe,yl; o€ F}.

Iz predpostavk sledi tudi, da [z,y| komutira z vsemi elementi iz L, saj je izpeljana algebra
vsebovana v centru. Za vsak element w iz L torej velja enakost

([, y], w] = 0. (5)

Sedaj vpeljimo oznako
z = [z,y]. (6)

Preveriti moramo, da so x,y in z linearno neodvisni. Ce to drzi, potem res tvorijo bazo L.
ZapiSimo niclo kot linearno kombinacijo baznih elementov, torej ax + by + cz = 0. Pokazati
zelimo, da so skalarji a,b,c € F vsi enaki 0. Upostevamo (6) in dobimo

ax + by + c[z,y] = 0. (7)

1z enakosti (5) sledi, da je
[c[z,y], w] = 0 za vse w iz L. (8)

Iz enakosti (5) in (7) tako dobimo
[—azx — by, w] = 0 za vse w iz L,

oziroma
—alz,w] — bly,w] =0 za vse w iz L. 9)

Ker to velja za vse elemente iz L, velja tudi za x. Zato je
—a[l’,lﬂ] - b[yv .%'] = b[:v,y] =0.

Rekli smo, da je [z, y] nenicelni element, torej mora biti b = 0. Podobno dobimo, ¢e v enacbo
(9) namesto w vstavimo y, torej

—alz,y] — bly,y] = —alz,y] = 0.
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1z tega sledi, da mora biti a = 0. Na koncu upostevamo e enacbo (7), ki se sedaj, ko vemo,
da je a = 0 in b = 0, poenostavi v
clz,y] = 0.

Zaklju¢imo, da mora biti tudi ¢ = 0. Skalarji a, b, ¢ so vsi enaki 0, torej so elementi z,y, z
res lienarno neodvisni in sestavljajo bazo Liejeve algebre L. Pokazali smo torej, da za vsako
3-dimezionalno nekomutativno Liejevo algebro, katere izpeljana algebra je 1-dimenzionalna
in vsebovana v centru, obstaja baza iz elementov z,y, z in velja [z, y] = z ter je z vsebovan v
Z(L).

Naj bosta sedaj L in K Liejevi algebri, ki ustrezata predpostavkam izreka, ki ga dokazujemo.
Ravnokar smo videli, da obstajata taki bazi By = {z,y,z} in Bx = {u,v,w}, da velja
[z,y] = z ter [u,v] = w, pri ¢emer je z vsebovan v Z(L) in w vsebovan v Z(K). Istemo
izomorfizem med L in K.

Naj bo ¢ : L — K linearna preslikava, za katero velja

d(x) =u, ¢(y) =v, ¢(z) =w.

Prepricati se moramo Se, da je ¢ izomorfizem L in K. Ker je ¢ Ze linearna, je dovolj preveriti,
da velja
o[s,t] = [d(s), p(t)] za vsaka s in t iz L.

To storimo na enak nacin kot pri dokazu izreka 14 - enakost je zaradi bilinearnosti komu-
tatorja dovolj preveriti le na baznih elementih. Uspeli smo najti izomorfizem med poljub-
nima 3-dimezionalnima nekomutativnima Liejevima algebrama, katerih izpeljana algebra je
1-dimenzionalna in vsebovana v centru, torej obstaja (do izomorfizma natanéno) ena sama.

Oglejmo si primer take Liejeve algebre.

Primer 13. Naj bo L = n(3, F). To je Liejeva algebra vseh strogo zgornje trikotnih 3 x 3
matrik nad poljem F' (to algebro smo podrobneje obravnavali v primeru 8). Liejev oklepaj je
definiran s predpisom [z, y] = xy — yz. Ce za bazo vzamemo

010 0 00 0 01
€12 = 0 0 O , €23 = 0 0 1 , €13 = 0 0 0 s
0 00 0 00 0 00

hitro vidimo, da je

[e12, €23] = €13, [e12,e13] = 0, [eas, e13] = 0.
7 nekaj ra¢unanja pridemo do zakljucka, da je izpeljana algebra enaka
n'(3,F) = {k‘elg; k€ F},
torej je res 1-dimenzionalna. Tudi center je Z(n(3,F)) = {keis; k € F}. Opazimo, da je

izpeljana algebra res vsebovana v centru oziroma Se vec, da sta celo enaka.

(IT) Izpeljana algebra ni vsebovana v centru: L' ¢ Z(L). Pri raziskovanju nekomutativne 3-
dimenzionalne Liejeve algebre, katere izpeljana algebra je 1-dimenzionalna in ni vsebovana
v centru, si bomo pomagali z lemama 4 in 5, ki govorita o direktni vsoti Liejevih algeber,
njenem centru in izpeljani algebri.
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Naj bo L 3-dimenzionalna nekomutativna Liejeva algebra, ki je direktna vsota 2-dimenzionalne
nekomutativne Liejeve algebre L in 1-dimenzionalne Liejeve algebre Lo, torej

L=11® Lo
Iz leme 5 in dejstva, da je L, = {0}, sledi, da je
L'=L\oL,=1L1].

V razdelku 2.2.1 smo utemeljili, da je L) 1-dimenzionalna. Lema 4 ter dejstvi, da je Z(L1) =0
in Z(Ly) = Lo, pa nam dajo

Z(L)=Z(L1) ® Z(Ls) = Lo.

Vidimo lahko, da izpeljana algebra L’ ni vsebovana v centru Z(L). Liejeva algebra L ustreza
vsem predpostavkam, ki jih obravnavamo v tem primeru. Pokazali bomo, da lahko vsako
nekomutativno 3-dimenzionalna Liejevo algebro, katere izpeljana algebra je 1-dimenzionalna
in ni vsebovana v centru, zapiSemo kot direktno vsoto dveh Liejevih algeber, od katerih je ena
1-dimenzionalna, druga pa je nekomutativna in 2-dimenzionalna. Naslednji izrek nam pove,
da obstaja natanko ena taka (do izomorfizma natan¢no) Liejeva algebra.

Izrek 16. Do izomorfizma natancéno obstaja natanko ena S-dimenzionalna nekomutativna
Liejeva algebra nad poljem F', katere izpeljana algebra je 1-dimenzionalna in ni vsebovana v
centru.

Dokaz. Najbo L nekomutativna 3-dimenzionalna Liejeva algebra nad poljem F'. Naj bo njena
izpeljana algebra L’ 1-dimenzionalna in naj velja L' € Z(L). Vzemimo sedaj neki nenicelni
element x € L', ki ni element centra Z(L). Tak element obstaja, saj L' ni vsebovana v Z(L).
Ker = ni iz centra Z(L), zagotovo obstaja tak element § € L, da velja [z,g] # 0. Po lemi
1 sledi, da sta z in § linearno neodvisna. Izpeljana algebra L’ je 1-dimenzionalna, torej je
generirana z elementom z. Zato je [z,7] = kx za neki neniceln k iz F. Pigimo y = k~1¢.
Sedaj velja [z,y] = . Ker je L 3-dimenzionalna, lahko najdemo tak element z, da bodo z,y
in z tvorili bazo L. Rekli smo, da je L’ generirana z elementom x, zato vemo, da obstajata
taka skalarja a in b iz F', da velja

[z, 2] = ax in [y, z| = bx.

Trdimo, da L vsebuje nenicelni element w iz centra Z (L), ki ni vsebovan v linearni lupini
elementov z in y. ZapisSimo w kot linearno kombinacijo baznih elementov:

w=ax + fy +yz.

Rac¢unajmo:
[z, w] =[x,z + By + 2] = Bz + yax
[y, w] = [y, ax + By + vz] = —ax + ybx
Ce vzamemo a = b, f = —a in v = 1, dobimo [z,w] = 0, [y,w] = 0 ter [z,w] = 0, zato

je w res element centra Z(L). Hkrati pa velja w = bx — ay + z, zato w ni v linearni lupini
elementov z in y.

S tem smo prisli do zakljucka, da L res lahko zapiSemo kot direktno vsoto nekomutativne
2-dimenzionalne Liejeve algebre in 1-dimenzionalne Liejeve algebre oziroma

L = gin{z,y} & Lin{w}.
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Pokazimo sedaj, da obstaja natanko ena (do izomorfizma natan¢no) taka Liejeva algebra L.
Imejmo torej Liejevi algebri H in K, ki zadoScata predpostavkam izreka, ki ga dokazujemo.
I8¢emo izomorfizem med njima. Zapisemo lahko

H = Lin{z,y} @ Lin{z} in K = Lin{u,v} ® Lin{w},

pri Gemer imajo elementi x,v, 2, u,v in w ustrezne lastnosti (kot zgoraj). Ce za linearno
preslikavo ¢ : H — K definiramo

¢(x) =u, ¢(y) = v, ¢(2) = w,

se zlahka prepricamo (podobno kot v dokazu izreka 14), da je ¢ izomorfizem Liejevih algeber
Hin K.

Poglejmo si primer Liejeve algebre iz izreka 16. Vse ostale Liejeve algebre z istimi lastnostmi
so potem po istem izreku izomorfne temu primeru.

Primer 14. Vzemimo mnozico vseh zgornje trikotnih 2 x 2 matrik nad R. To je 3-razsezna
Liejeva algebra, ki smo jo spoznali v primeru 7. Oznac¢imo jo z b(2,R). Za bazo lahko
vzamemo B = {z,y, 2z}, pri ¢emer so

. 0 1 (-1 0 L 10
o) o o) " \0 1)
Komutatorji baznih elementov so

[xay} =7, [1},2’] =0, [y7 Z] =0,

torej je izpeljana algebra res 1-razsezna, saj je generirana z baznim elementom z. Poleg
tega pa lahko s kratkim racunom preverimo, da je center generiran z elementom z, torej
izpeljana algebra res ni vsebovana v centru. S tem smo preverili, da b(2,R) zadosc¢a vsem
predpostavkam izreka 16. Zapisemo jo lahko kot b(2,R) = Lin{z,y} & Lin{z}.

2.2.4 Primer, ko je dim L' =2

V tem podrazdelku bomo obravnavali 3-dimenzionalne nekomutativne Liejeve algebre, katerih izpe-
ljana algebra je 2-dimenzionalna. Dokazali bomo, da obstaja, ¢e za polje F' vzamemo kompleksna
Stevila C, neskonéno mnogo takih neizomorfnih Liejevih algeber. Se prej pa bomo pokazali, da so
izpeljane algebre Liejevih algeber, obravnavanih v tem podrazdelku, komutativne in da je preslikava
ad x : L' — L' (ki smo jo definirali v primeru 10), izomorfizem. Videli bomo tudi, da lahko iz dveh
vektorskih prostorov in nekega izomorfizma skonstruiramo Liejevo algebro. Vse to bomo kasneje
uporabili pri dokazovanju.

Lema 17. Naj bo L 3-dimenzionalna nekomutativna Liejeva algebra, katere izpeljana algebra L' je
2-dimenzionalna. Potem je L' komutativna.

Dokaz. Naj bo B = {z,y} baza za L. Zaradi bilinearnosti Liejevega oklepaja je dovolj pokazati, da
je [z,y] = 0. Po definiciji izpeljane algebre element [z, y] lezi v L', zato obstajata taka skalarja a in b
iz F', da je [z, y] = axz+by. Spomnimo se sedaj definicije preslikave ad x : L' — L', (ad x)(y) = [z, y].
Ce zapiSemo njeno matriko, je ta enaka

0
adx=10
0

o o R
S ¥ *
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kjer * oznacuje skalarja, ki za nas nista pomembna. Hitro vidimo, da je sled(ad x) = b. Ker je
x € L, po lemi 6 sledi, da je b = 0. Ce namesto matrike ad z zapisemo matriko preslikave ad y, na
enak nacin dobimo, da je a = 0. Torej je res [z,y| = 0.

Lema 18. Naj bo L 3-dimenzionalna nekomutativna Liejeva algebra, katere izpeljana algebra L'
je 2-dimenzionalna z bazo B = {x,y}. Naj bo z € L in z ¢ Lin{x,y}. Potem je preslikava
ad z : L' — L' izomorfizem.

Dokaz. Pokazali smo ze, da je preslikava ad z homomorfizem (to smo naredili v primeru 10). Sedaj
se moramo prepricati Se, da je ad z bijektivna. Naj bo B = {z,y} baza za L' in naj bo z € L
linearno neodvisen od z in y. Izpeljana algebra L’ je generirana z elementi [z,y], [z, 2] in [z,y]. V
dokazu leme 17 smo videli, da je [z,y] = 0. Ker je L’ 2-dimenzionalna, lahko zaklju¢imo, da je tudi
mnozica B’ = {[z, ], [z,y]} baza za L'. Elementa B’ sta ravno generatorja slike preslikave ad z, zato
je le-ta res izomorfizem.

Lema 19. Naj bo L 3-dimenzionalen vektorski prostor nad F', ki ga zapisemo kot direktno vsoto
L =Va@Lin{z}, pri cemer je V 2-razseien vektorski prostor in x neniceln vektor. Najbo ¢ : V —V
izomorfizem. Ce definiramo Liejev oklepaj v L s predpisom

[y 2] = 0 i [z,3] = 6(y) 20 vsaka g,z € V,
postane L Liejeva algebra in velja dimL' = rang(¢) = 2.

Dokaz. Naj bo L =V @ Lin{x}, kjer je V 2-dimenzionalen vektorski prostor in x neni¢eln vektor.
Na zacetku bomo preverili, da Liejev oklepaj ustreza definiciji, saj je L ze po predpostavki vektorski
prostor. Prepri¢ajmo se o bilinearnosti Liejevega oklepaja le v netrivialnem primeru, ko je eden od
faktorjev iz Lin{x}, drugi pa iz V.

[z, By +vz] = ag(By +72) = ad(By) + ad(v2) = afd(y) + aré(2)
= aflz,y] + aylz, z].

Dokazati moramo Se Jacobijevo identiteto. Zaradi ravnokar dokazane bilinearnosti je dovolj, ce
Jacobijevo identiteto izra¢unamo samo na elementih = ter linearno neodvisnih y,z € V. Pri tem
uposStevamo definicijo Liejevega oklepaja iz predpostavk. Dobimo

[, [y, 21 + [y, [z, 2]] + [2, [#,y]] = [, 0] + [y, 6(2)] + [2, d(y)]
=0+0+40
= 0.

Uspeli smo dokazati, da je L res Liejeva algebra. Preostane nam Se dokaz, da je dimL’ = rang(¢).
Ker je ¢ surjektiven, je rang(¢) = dimV = 2. Prepri¢ajmo se, da je tudi dimL’' = 2. Dovolj je, da
se prepricamo, da je L’ enak zalogi vrednosti preslikave ¢. To pa o¢itno sledi iz definicije Liejevega
oklepaja v L.

Sedaj si bomo podrobneje ogledali nekomutativne 3-razsezne Liejeve algebre, katerih izpeljana
algebra je 2-razsezna. Obravnavali bomo Liejeve algebre nad kompleksnimi $tevili, saj bomo potre-
bovali lastne vrednosti homomorfizmov. V algebrai¢no zaprtem polju kompleksnih Stevil jih vedno
lahko najdemo.

Naj bo L Liejeva algebra nad C, ki ima vse ravnokar omenjene lastnosti. Recimo, da obstaja
taki neniceln element # ¢ L', da je preslikava ad 7 : L' — L’ diagonalizabilna. Naj bosta linearno

18 Matrika 5 (2018) 2



Liejeve algebre majhnih razseznosti

neodvisna vektorja y in z iz L’ lastna vektorja te preslikave. Ker je ad Z po lemi 18 izomorfizem, sta
njuni pripadajoci lastni vrednosti nenicelni. Recimo, da je o € C lastna vrednost, ki pripada y, torej
(ad %)(y) = [Z,y] = ay. Naj bo sedaj x = a~'Z. Hitro vidimo, da je tudi preslikava ad z : L' — L'
diagonalizabilna (mnozenje s skalarjem tega dejstva ne spremeni) in velja [z,y] = [a~'%,y] = v.
Nenicelna lastna vrednost, ki pripada lastnemu vektorju z za preslikavo ad z, pa naj bo g € C. V
bazi izpeljane algebre B’ = {y, 2} preslikavo ad x : L' — L’ predstavimo z matriko

adx:((l] g)

Preslikava ad x je izomorfizem, jasno pa je tudi, da lahko L zapiSemo kot direktno vsoto L =
L' @ Lin{z}. Ce definiramo sedaj

[y,2] =0 in [x,y] = (ad z)(y) za vsaka y,z € L',

so izpolnjene vse predpostavke leme 19 za ¢ = ad x. Zato vemo, da smo tako dobili novo Liejevo
algebro, ki je tudi 3-razsezna in ima 2-razsezno izpeljano algebro. Imenujmo jo Lg.

Sedaj bomo pokazali, da sta Liejevi algebri Lg in L, izomorfni natanko tedaj, ko je 8 = v ali
B = ~~!. V nadaljevanju naj bo Bg = {x,y, 2} baza Liejeve algebre Lg in naj velja, da je njena
izpeljana algebra enaka L/; = £in{y, z}. Podobno naj bo By = {u, v, w} baza L. in izpeljana algebra
enaka L) = Lin{v, w}.

Najprej se lotimo implikacije v levo smer. Dokazujemo torej, da sta za 8 = v ali 8 = v~}

Liejevi algebri Lg in L. izomorfni. Za trivialen primer, ko je 8 = 7, vzamemo za izomorfizem

1

kar identiteto. Malo ve¢ dela nam ostane za primer, ko je 8 = 7! oziroma v = 7!, Istemo

izomorfizem ¢ : Lg — Lg-1. Opazimo lahko, da preslikavi B~tad z v bazi {y, z} pripada matrika

B_lad T = (ﬂ(;l (1)) ,

ki pa je ravno matrika preslikave ad u : L’B,1 — L’ﬁ,1 v bazi {v, w}, ¢e zamenjamo stolpce in vrstice,

ad u = <é ﬁ91>

Tako pridemo do izomorfizma. Za linearno preslikavo ¢ definiramo

¢(x) = Bu, ¢(y) =w in ¢(2) = v.

Zlahka se prepricamo, da je to res izomorfizem. Preveriti moramo le Se, da za poljubna elementa

oziroma

s,t € Lg velja ¢[s, t] = [¢(s), ¢(t)]. Zaradi bilinearnosti Liejevega oklepaja je to dovolj storiti le na
bazi B = {z,y, z}. Upostevamo definicijo preslikave ¢ ter lastnosti Liejevega oklepaja in dobimo

Pz, y] = d(y) = w = B~ w = Blu,w] = [Bu, w] = [$(2), 6(y)]
plz, z] = ¢(Bz) = Bo(z) = Pv = Blu,v] = [Bu,v] = [p(z), $(2)]
¢ly, 2] = ¢(0) = 0 = [v,w] = [é(y), $(2)].

Ostane nam $e implikacija v desno. Dokazali bomo, da velja 8 = v ali 8 = v, ¢e sta Lg in

L., izomorfni. Naj bo ¢ : Lg — L, izomorfizem. Po lemi 10 sledi, da je ¢ tudi izomorfizem med

izpeljanima algebrama L,,B in LQ/. Ker je ¢ surjektiven, vemo, da obstaja tak nenicelni skalar a € F

in tak vektor r € L', da je ¢(x) = au +r. Naj bo sedaj s neki element iz Lj. 1z dejstva, da je ¢
izomorfizem, sledi, da je

[¢(z), d(s)] = pla, s] = (¢ o (ad x))s
[¢(z), ¢(s)] = [au 47, ¢(s)] = [au, ¢(s)] + [r, &(s)] = (ad au o ¢)s
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za vsak s iz L/B' Iz tega lahko zaklju¢imo, da mora veljati
poadx=ad (au) o ¢.

Preslikavi oziroma matriki ad x in ad (au) sta si podobni, saj je ¢ izomorfizem. Zato morata imeti
enako mnozico lastnih vrednosti. Velja torej

{1, 6} = {a,ar}.
Tukaj nastopita dve moznosti:
eag=1inp=r.

e o =pfin By =1, oziroma B =~y L.

Videli smo, da sta Liejevi algebri Lg in L, res izomorfni natanko tedaj, ko je 8 =y ali 8 = v L.

S tem razmislekom smo dokazali naslednji izrek:

Izrek 20. Za vsako kompleksno stevilo o € C obstaja 3-dimenzionalna nekomutativna Liejeva al-
gebra Ly, nad C, katere izpeljana algebra je 2-razsezna in je za neki x & L, preslikava ad x diago-
nalizabilna. Vsaka Liejeva algebra s temi lastnosti je izomorfna algebri Lo za neki a € C. Pri tem
sta Liejevi algebri Lg in L., izomorfni natanko tedaj, ko je 8 =~ ali f =~"1.

Oglejmo si sedaj Se nekomutativno 3-razsezno Liejevo algebro L, ki ima 2-razsezno izpeljano
algebro in za noben x ¢ L' preslikava ad x ni diagonalizabilna. Naj bo Z ¢ L’. Naj bo y lastni
vektor preslikave ad & : L' — L'. Potem velja [Z,y] = ay za neki nenicelni skalar o € F. Ce
nadomestimo ¥ z x = a~ ', dobimo [z,y] = y. Za preslikavo ad x je y lastni vektor, njegova
pripadajoca lastna vrednost pa je enaka 1. Sedaj si izberemo neki od y linearno neodvisen element
z € L'. Tako smo dobili bazo izpeljane algebre: By, = {y, Z}. Ker smo predpostavili, da za noben z
preslikava ad = ni diagonalizabilna, mora obstajati tak neniceln skalar a € F, da velja [z, Z] = ay+bZ
za neki skalar b € F. 7 ustreznim raztegom vektorja z lahko dosezemo, da je a = 1. Res, naj bo
z = a~1Z. Potem dobimo [z, 2] = [z,a7'Z] = y+ba"laz = y+bz. V bazi {y, 2} ima preslikava ad x

obliko
1 1
ad x = <0 b> .

Ker ad x ni diagonalizabilna, ne more imeti dveh razli¢nih lastnih vrednosti. Zato je b = 1. To
natanko doloc¢a Liejevo algebro, ki jo obravnavamo v tem primeru. S tem smo dokazali naslednji
izrek:

Izrek 21. Do izomorfizma natancno obstaja natanko ena nekomutativna 3-razseina Liejeva algebra
nad poljem kompleksnih $tevil C, katere izpeljana algebra je 2-dimenzionalna in za noben v & L'
preslikava ad x ni diagonalizabilna.

2.2.5 Primer, ko je dim L' =3

Za konec se bomo vprasali Se, koliko je neizomorfnih nekomutativnih 3-razseznih Liejevih algeber,
ki so enake svoji izpeljani algebri. Najprej bomo obravnavali samo kompleksne algebre in bomo
pokazali, da, do izomorfizma natanc¢no, obstaja natanko ena Liejeva algebra, ki zado$¢a vsem tem
lastnostim. Spoznali smo Ze en primer take Liejeve algebre. To je bila specialna linearna algebra
sl(2,C), ki smo si jo bolj podrobno ogledali v primeru 9. Predstavljamo si torej lahko, da so vse
nekomutativne 3-razsezne kompleksne Liejeve algebre, ki so enake svoji izpeljani algebri, izomorfne
sl(2,C). Kasneje pa bomo ugotovili tudi, da nad poljem realnih stevil R obstajata natanko dve
neizomorfni 3-razsezni nekomutativni Liejevi algebri, ki sta enaki svojima izpeljanima algebrama.

Zacnimo torej s kompleksnimi 3-razseznimi Liejevimi algebrami, za katere je tudi izpeljana
algebra 3-dimenzionalna.
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Izrek 22. Do izomorfizma natanéno obstaja natanko ena 3-razsezna nekomutativna Liejeva algebra

L nad poljem kompleksnih stevil C, ki je enaka svoji izpeljani algebri, torej L' = L.

Dokaz.

Naj bo L nekomutativna 3-razsezna Liejeva algebra nad C, ki je enaka svoji izpeljani algebri.

Za boljso orientacijo bo dokaz razdeljen v §tiri dele. Kasneje nam bo taka delitev prisla prav, saj

bomo te dele poizkusili izvesti Se v polju realnih stevil (pri dokazu izreka 23).

1. del:

2. del:

3. del:

4. del:

Naj bo B = {x,y, 2z} baza Liejeve algebre L. Pokazimo, da je rang(ad x) = 2. Izpeljana
algebra L’ je generirana z elementi [z,y], [z, 2] in [y, 2] in ker je 3-razsezna, morajo biti ti
elementi med seboj linearno neodvisni. Zato je rang preslikave ad x enak 2, saj sta v bazi
njene slike, ki je enaka By, (qd o) = {[2, 9], [2, 2]}, dva linearno neodvisna elementa.

Sedaj bomo poiskali tak element [ € L, za katerega ima preslikava ad [ : L — L lasten vektor,
kateremu pripadajoca lastna vrednost je neni¢elna. Izberimo poljuben element z € L. Ce
ima preslikava ad x : L — L neni¢elno lastno vrednost, vzamemo kar [ = z. Ce pa ima ad z
same nicelne lastne vrednosti, zapiSemo Jordanovo formo te preslikave, ki je enaka

010
J=10 0 1
000

Kletka je res ena sama, saj smo v delu 1 pokazali, da je preslikava ad x ranga 2, torej je
dimenzija njenega jedra enaka 1. Ker sta si matriki preslikave ad = in J podobni, lahko
sklepamo, da obstaja taka baza B’ = {z,u,v} Liejeve algebre L, da velja [z,u] = z in
[z,v] = u. 1z tega takoj razberemo, da je z lastni vektor preslikave ad u, saj velja [u, x| = —zx.
Njegova pripadajoca lastna vrednost je enaka -1. V tem primeru zato vzamemo [ = u.

V prejsnjem delu smo pokazali, da lahko najdemo taka nenicelna elementa [ in Z iz L, da je
[, Z] = a¥ za neki nenicelni skalar a € C. Ker je [ iz L in je izpeljana algebra enaka L' = L,
je | tudi element L'. Po lemi 6 sledi, da je sled(ad l) = 0. Iz linearne algebre je znano, da
je sled enaka vsoti lastnih vrednosti. Zato ima ad [ tri razli¢ne lastne vrednosti, ki so a, —a
in 0. Recimo, da je y € L lastni vektor za ad [, ki mu pripada lastna vrednost —a. Potem
so &,y in [ linearno neodvisni in tvorijo bazo za L, torej B” = {Z,y,l}. V tej bazi lahko
preslikavo ad [ predstavimo z diagonalno matriko

a 0 O
adl=10 —a O
0O 0 O

Da bo Liejeva algebra natanéno definirana, moramo vedeti, kakSen je Liejev oklepaj za
poljubna dva elementa iz L. Naj bodo elementi [,z in y taksni kot v delu 3. Vidimo, da po
Jacobijevi identiteti ter lastnostih teh treh elementov velja

[ [2,9]] = ([l 2], 9] + [2, 1, yl] = alz,y] + (=a)[Z, y] = 0. (10)

Ker je po delu 1 rang preslikave ad [ enak 2, sledi, da je njeno jedro 1-razsezno in je zato
enako ker(ad ) = £in{l}. Iz enacbe (10) vidimo, da je element [Z,y] v jedru, zato ga lahko
zapiSemo v obliki [Z,y] = «al za neki skalar o € C. Skalar a mora biti neniceln, sicer bi bilo
jedro preslikave ad & 2-razsezno, to pa bi bilo v prostislovju s prvim delom tega dokaza. Ce
sedaj nadomestimo 7 z = a1, dobimo [z,y] = [, torej je v tem primeru o = 1.
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Zanima nas, koliko neizomorfnih algeber je. Ce v delu 3 I nadomestimo z ustreznim nenicelnim
vec¢ratnikom [, lahko dobimo poljubno neni¢elno vrednost skalarja a. Tako si lahko izberemo, da
I nadomestimo z I’ = 2a~!l in namesto skalarja a dobimo 2. V tem primeru imamo [z,y] = I/,
[2,l'] = =2z in [y,l'] = 2y. Sedaj vidimo, da se strukturne konstante L v bazi {z,y,l!'} ujemajo
s strukturnimi konstantami specialne linearne algebre sl(2,C) v ustrezni bazi. Te smo poiskali v
primeru 11. Po trditvi 8 sledi, da je L izomorfna si(2, C).

Tako nam je uspelo dokazati, da obstaja natanko ena, do izomorfizma natan¢no, 3-razsezna
nekomutativna kompleksna Liejeva algebra, ki je enaka svoji izpeljani algebri.

Izrek 23. Do izomorfizma natancéno obstajata natanko dve meizomorfni 3-razseini nekomutationi
Liejevi algebri nad poljem realnih stevil R, ki sta enaki svojima izpeljanima algebrama.

Dokaz. Naj bo L 3-razsezna nekomutativna Liejeva algebra nad R. Vrnimo se k dokazu izreka 22
in poglejmo, katere izmed stirih delov lahko izvedemo tudi v polju realnih Stevil. Dela 1 in 2 veljata
tudi v R. Ce lahko najdemo tak element = € L, da ima preslikava ad = : L — L neni¢elno realno
lastno vrednost, se v tem primeru tudi dela 3 in 4 ne spremenita. Strukturne konstante L glede na
ustrezno bazo (taksno, kot smo jo nasli v dokazu izreka 22) se ujemajo s strukturnimi konstantami
sl(2,R) glede na bazo iz primera 11, zato je po trditvi 8 L izomorfna sl(2,R). Imamo torej natanko
eno, do izomorfizma natancéno, 3-razsezno nekomutativno Liejevo algebro L nad R, ki je enaka svoji
izpeljani algebri in je za neki element x € L preslikava ad = diagonalizabilna ter ima nenic¢elno
realno lastno vrednost.

Ostane Se primer, ko za noben neniceln z € L preslikava ad x ni diagonalizabilna. Lahko bi
rekli tudi, da ima za vsak neniceln x € L preslikava ad x tudi kompleksne lastne vrednosti. V tem
primeru so lastne vrednosti a,a, 0, pri ¢emer a ¢ R. Se vedno mora biti po lemi 6 sled(ad z) = 0,
zato lahko sklepamo, da je a ¢isto imaginarno Stevilo. Predpostavimo lahko, da je a = ¢ (sicer to
dosezemo z ustreznimi raztegi baznih vektorjev). Tako lahko preslikavo ad = predstavimo z matriko

00 O
adx=10 0 -1
01 0

Ker je det(ad x — M) = A(A\?+1), so i, —i in 0 res lastne vrednosti te preslikave. Iz tega je razvidno,
da obstaja taka elementa y,z € L, da je [x,y] = z in [z,z] = —y. Da bomo imeli popolnoma
definiran Liejev oklepaj nas zanima Se, kaj je [y, z]. Postopamo podobno kot v delu 4 prejsnjega
dokaza in s pomocjo Jacobijeve identitete dobimo, da je

[, [y, 2]] = [y, [z, 2] + [, 9], 2] = [y, —y] + [2,2] = 0.

Element [y, z] mora biti torej v jedru preslikave ad x. Ugotovili smo zZe, da je jedro 1-razsezno,
zato mora biti [y, z] = ax, za o # 0. Brez skode za splosnost predpostavimo, da je « = 1. Do
tega zopet pridemo z raztegi baznih vektorjev. Sedaj imamo [z,y] = z,[z,z] = —y in [y, 2] = x.
Strukturne konstante L glede na bazo {x,y, 2z} so torej enake strukturnim konstantam R? z obi¢ajnim
vektorskim produktom, glede na standardno bazo {i,j,k}. Te smo poiskali v primeru 12. Po trditvi 8
sta L in R3 z vektorskim produktom izomorfni. Imamo torej natanko eno, do izomorfizma natanéno,
3-razsezno nekomutativno realno Liejevo algebro L, za katero je L’ = L in za noben njen element x
preslikava ad x nima samih realnih lastnih vrednosti.

Utemeljiti moramo le e, da sl(2,R) in R? z vektorskim produktom nista izomorfni. Tu se
sklicemo na lemo 7. Tekom dokaza smo videli, da je si(2,R) izomorfna Liejevim algebram, za katere
lahko najdemo nenicelni element x, da je preslikava ad x diagonalizabilna. Za Liejeve algebre,
izomorfne R3, pa takega elementa ne moremo najti. Po lemi 7 torej sl(2,R) in R? z obi¢ajnim
vektorskim produktom nista izomorfni.
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3. Zakljucek

Zdi se, da nam je uspelo odgovoriti na glavno vpraSanje: koliko Liejevih algeber majhnih razseznosti
je in kako jih klasificirati? Ugotovili smo, da:

za vsako naravno Stevilo n do izomorfizma natancéno obstaja natanko ena komutativna Liejeva
algebra dimnezije n,

je vsaka l-razsezna Liejeva algebra komutativna in zato do izomorfizma natanéno obstaja na-
tanko ena,

do izomorfizma natanéno obstaja natanko ena nekomutativna 2-razsezna Liejeva algebra,

do izomorfizma natanc¢no obstaja natanko ena 3-razsezna nekomutativna Liejeva algebra, katere
izpeljana algebra je 1-dimnezionalna in vsebovana v centru,

do izomorfizma natanéno obstaja natanko ena 3-razsezna nekomutativna Liejeva algebra, katere
izpeljana algebra je 1-dimnezionalna in ni vsebovana v centru,

obstaja neskon¢no mnogo neizomorfnih 3-razseznih nekomutativnih Liejevih algeber nad C, ki
imajo 2-razsezno izpeljano algebro,

do izomorfizma natanéno obstaja natanko ena 3-razsezna nekomutativna Liejeva algebra nad
C, ki je enaka svoji izpeljani algebri,

do izomorfizma natanéno obstajata natanko dve 3-razsezni nekomutativni Liejevi algebri nad
R, ki sta enaki svojima izpeljanima algebrama.

Kot Ze omenjeno, je teorija Liejevih algeber obsezna matemati¢na teorija in tako pusca se veliko

gradiva za nadaljnje raziskovanje.

(1]
2]
8]
(4]
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