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V ¢lanku je razvit nacin za locevanje med vozli razli¢nih tipov. Na kratko je ponovljeno potrebno predznanje
o predstavitvah grup in Tietzejevih transformacijah. Opisan je postopek za konstrukcijo Wirtingerjeve predstavitve
grupe vozla iz diagrama vozla. S pomocja odvajanja v grupnem kolobarju so definirane invariante tipa vozla —
elementarni ideali in vozelni polinomi. Njihova uporaba je prikazana na primerih.

ALEXANDER POLYNOMIAL

The main object of this article is to develop a way to distinguish among knots of different types. Some basic
knowledge regarding presentations of groups and Tietze transformations is briefly recalled. A procedure of constructing
the Wirtinger presentation of a knot group using the knot diagram is developed. Invariants of a knot type are defined
with the use of derivation in a group ring — these are elementary ideals and knot polynomials. Their application is
demonstrated in some examples.

1. Uvod

Obravnavana tema ¢lanka spada v teorijo vozlov, ki se Sirge gledano uvrica pod topologijo, vendar
pa uporablja precej algebrai¢nih pristopov. Teorija vozlov se je zacela razvijati v 2. polovici 19.
stoletja. Problema klasifikacije vozlov se je prvi sistemati¢no lotil Peter Guthrie Tait, matematik in
fizik skotskega rodu.

Kako vsakdanjo predstavo o tem, kaj je vozel, prenesemo v matematic¢ni svet? Za zaletek si
poglejmo osnovni definiciji.

Definicija 1. Vozel je slika poljubne vlozitve kroznice S' v R3.

Definicija 2. Vozla K in K, sta ekvivalentna oz. istega tipa, ¢e obstaja homeomorfizem ¢ : R? —
R3, da velja o(K7) = Ko.

Opomba 1. V definiciji 1 nismo od vlozitve zahtevali nobenih dodatnih lastnosti. V nadaljevanju
se bomo omejili na vozle, ki so ekvivalentni poligonskim. Slednji so unija kon¢no mnogo daljic, torej
je vlozitev v tem primeru kosoma linearna. Bolj splosno se izkaze, da so vozli tudi pri gladkih ali
odsekoma gladkih vlozitvah ekvivalentni poligonskim ([1, str. 147-152]). Klju¢no je, da se izognemo
vozlom, ki pa niso ekvivalentni poligonskim — imenujemo jih divji vozli.

Slika 1. Divji vozel, ki je sicer gladek povsod, razen v eni “problemati¢ni” tocki. Tako tocko imenujemo divja tocka.

S tako definicijo ekvivalentnosti vozlov Zelimo posnemati situacijo iz realnosti. Dva vozla sma-
tramo za enaka, ¢e lahko enega zvezno preoblikujemo v drugega, brez da bi prerezali vrv oz. kroznico.
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Zelimo Klasificirati vozle, torej povedati, kdaj sta dva vozla ekvivalentna in kdaj ne. Neposredno
po definiciji bi morali za vsak homeomorfizem ambientnega prostora preveriti, ¢e preslika prvi vozel
na drugega, kar se zdi nemogoca naloga. V ¢lanku bomo predstavili nacin, s katerim bomo lazje
dolocali, ali sta vozla istega tipa. Poiskali bomo razmeroma preproste invariante tipa vozla, ki bodo
v naem primeru algebrai¢ne narave. Ce se dva vozla razlikujeta v neki invarianti, potem zagotovo
nista istega tipa. Ena izmed njih je Alexandrov polinom, ki ga je leta 1923 odkril amerigki topolog
James Wadell Alexander kot eno prvih invariant vozlov.

Kljuénega pomena pri razlikovanju vozlov bo fundamentalna grupa. Potrebno predznanje o
fundamentalni grupi za razumevanje ¢lanka lahko bralec najde v [3, podpoglavje 1.1]. Ce sta K in
K5 vozla istega tipa, potem po definiciji obstaja homeomorfizem ¢ : R? — R3, ki K preslika na
K>5. To pa pomeni, da je zozitev ¢ tudi homeomorfizem med komplementoma R3 \ K7 in R3\ Kj.

Definicija 3. Grupa vozla K je fundamentalna grupa 7(R3\ K).

Opomba 2. Izhodiséa p pri fundamentalni grupi nismo navedli, ker je prostor R3 \ K povezan s
potmi in so zato fundamentalne grupe z razli¢nimi izhodis¢i med sabo izomorfne.

Ker imajo homeomorfni prostori izomorfne fundamentalne grupe, morata biti grupi vozlov istega
tipa izomorfni. Na tem bo temeljilo lo¢evanje med vozli v nadaljevanju.

2. Predstavitev grupe in Tietzejeve transformacije

Preden se lahko poglobimo v teorijo vozlov, bomo na kratko ponovili pojem predstavitve grupe
(povzeto po [1, poglavije 4]).

Definicija 4. Naj bo X neka mnozica in R C Fx podmnozica proste grupe na mnozici X. Defini-
ramo (X | R) = Fx/Ng, kjer je Ng najmanjsa edinka, ki vsebuje R.

Iz univerzalne lastnosti proste grupe sledi, da za vsako grupo G obstajata X in R, da je (X | R) =
G. Pravimo, da je (X |R) predstavitev grupe G. Ce sta X in R konéni mnozici, recemo, da je
predstavitev koncéna. Vsaka konéna grupa premore konéno predstavitev.

Opomba 3. X imenujemo mnozica generatorjev, R pa mnozica relacij. Relacije nam povedo zveze
med generatorji, ki veljajo v grupi. Predstavitev (x,y|zyz~'y~!) pove, da je zyz~'y~! € Ng,
kar pomeni, da v F'x/Ngr velja zyNr = yxNpg. Zato pri predstavitvah uporabljamo tudi zapis
(w,y|zyr~ly=! =1) ali (x,y |2y = yz), ki je veliko bolj nazoren.

Za nas bo glavni problem doloc¢iti, kdaj dve predstavitvi predstavljata isto grupo. Predstavitvi
(x,y|ryx = yxy) in (a,b|a® = b%) sta sicer na pogled precej razliéni, vendar v resnici predstavljata
isto grupo, kot bomo videli v kasnejSem primeru.

Definicija 5. Preslikava predstavitev (X | R) in (Y | S) je homomorfizem f : Fx — Fy, za katerega
velja f(R) C Ng.

Fx / Fy
gl o
Js
(X|R) (Y'[5)
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Opomba 4. f iz definicije inducira enoli¢no dolo¢en homomorfizem f, : (X |R) — (Y |S), ki
zadosca fyy = 'f, kjer sta v in 4/ kvocientni projekciji v ustrezni grupi.

Preslikave predstavitev lahko tudi komponiramo med sabo. Dodajmo Se tretjo predstavitev
(Z | T) s kvocientno projekcijo 4" in preslikavo predstavitev g : Fy — Fz. Velja (g« f«)7 = g«(fiy) =
9V )= (g f = "9) f =+"(gf). Torej za g, f« velja ista zveza kot za inducirani homomorfizem
(9f)«. Zaradi enoli¢nosti mora zato veljati g« fi = (g.f)«.

Definicija 6. Preslikavi fi in fo predstavitev (X | R) in (Y| S) sta homotopni, ozna¢ujemo fi =~ fa,
¢e za vsak € X velja fi(z)fo(z7 1) € Ng.

Pogoj iz definicije nam pove, da je 7/(f1(z)fa(z™1)) = 1 oziroma (7' f1)(x) = (7 f2)(x) za vsak
x € X. Po definiciji induciranega homomorfizma to pomeni (f1)«(v(x)) = (f2)«(y(x)) za vsak
x € X. Toda, ¢e se dva homomorfizma ujemata na vseh generatorjih, potem sta enaka. Sklep velja
tudi v obratno smer, torej je f1 ~ fo natanko tedaj, ko je (f1)« = (f2)«-

Trditev 1. Za vsak homomorfizem ¢ : (X | R) — (Y | S) obstaja preslikava predstavitev f, da velja
f* = ¢

Dokaz. Za vsak x € X je (¢y)(x) neki odsek v (Y | S), torej 7/(y) za neki y € Fy (seveda y ni nujno
enoli¢no dolocen; izberemo katerikoli y, ki ustreza). Definirajmo f(z) = y. S tem zagotovimo, da
velja (¢y)(x) = (7' f)(z). Po univerzalni lastnosti proste grupe lahko f razsirimo do homomorfizma
(uporabljamo kar isto oznako f), za katerega bo tudi veljalo ¢y = 4'f. Naj bo r € R. Velja
Y'(f(r)) = ¢(y(r)) = ¢(1) = 1. To pa pomeni, da je f(r) € Ng. S tem smo dokazali, da je f res
ustrezna preslikava predstavitev. Razmislek pred trditvijo nam pove, da je f do homotopije enoli¢no
dolocena. Ce namreé ustreza tudi neka druga preslikava f, potem velja f, = ¢ = f, in zato f ~ f.

Definicija 7. Predstavitvi (X |R) in (Y |S) sta istega tipa, ¢e obstaja par preslikav predstavitev
f:Fx = Fy ing: Fy — Fx, davelja fg ~idp, in gf ~ idp,. Paru (f,g) pravimo ekvivalenca
predstavitev.

Izrek 2. Predstavitvi predstavljata isto grupo natanko tedaj, ko sta istega tipa.

Dokaz. ( <= ) Uporabljamo iste oznake kot v definiciji pred izrekom. Homotopnost fg =~ id in
gf ~ id lahko prepiSemo v (f¢)s = figx = ids in (gf)x = gufs = ids. O¢Citno je tudi, da identiteta
id med prostima grupama F'x oz. Fy inducira identiteto id, med kvocientnima grupama (X | R) oz.
(Y| S). Torej smo nasli inverzna homomorfizma f, in g., kar pomeni, da sta nasi kvocientni grupi
res izomorfni.

(=) Naj bo ¢ izomorfizem med (X | R) in (Y | S). Po trditvi 1 obstajata preslikavi predstavi-
tev f in g, da velja f. = ¢ in g. = ¢~ L. Torej (fg)« = fegx = ¢p¢~! = id = id,, kar pomeni fg ~ id.
Podobno velja tudi gf ~ id.

Poskusali bomo najti nacin, kako preveriti, ali dve predstavitvi predstavljata isto grupo. Omejili
se bomo le na konc¢ne predstavitve. V naslednji definiciji bomo spoznali transformacije, s katerimi
bomo lahko preoblikovali predstavitve. Z uporabo teh transformacij bomo sicer v teoriji resili
zastavljen problem, vendar bo postopek ponavadi v praksi zelo tezko izvedljiv.

Definicija 8. Naj bo (X | R) kon¢na predstavitev. Tietzejeve transformacije predstavitve so:
e T'1 — dodajanje nove relacije s € Ng : (X |RU{s}),

e T1' - brisanje relacije s € R, ¢e velja Ngp = Np\(s) : (X | R\ {s}),
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e T2 - dodajanje novega generatorja y ¢ X in nove relacije s = yé~! za neki ¢ € Fy : (X U

{y} [ RU{s}),
1

e T2’ — brisanje generatorja y, Ce obstaja natanko ena relacija s € R, ki vsebuje ¢rki y ali y~! in
je oblike s = y£~1 za neki £ € Fx\gyy : (X \ {y} | R\ {s}).

Na enostavnem primeru si oglejmo, kako si razlagamo Tietzejeve transformacije. Izberimo neko
preprosto grupo, npr. Z,, katere predstavitev je (a|a™ = 1). T'1 je dodajanje nove relacije, ki pa je
7e “posledica” obstojecih relacij. Ce v nasi grupi velja a” = 1, potem zagotovo velja tudi a®” = 1,
torej je (a|a™ = 1,a®® = 1) prav tako predstavitev Z,. Pri T2 pa gre v bistvu za vpeljavo “nove
oznake” za neki element. Oglejmo si predstavitev (a,b|a™ = 1,b = a3). Vloga novega generatorja
b je samo v tem, da lahko v vseh izrazih v nasi grupi ¢® nadomestimo z b. Torej s tem nismo
spreminjali strukture grupe in je intuitivno jasno, da je to tudi predstavitev Z,.

Dokazimo prejsnji razmislek tudi formalno.

Trditev 3. Tietzejeve transformacije ohranjajo tip predstavitve.

Dokaz. T1 in T1": Oglejmo si predstavitvi (X | R) in (X | RU {s}). Definirajmo preslikavi I,T" :
Fx — Fx kot identiteti. Velja R C Npy (s in zaradi s € Ng tudi RU {s} C Ng, torej sta I in I'
preslikavi predstavitev. Par (I,T') je o¢itno ekvivalenca predstavitev, saj velja IT = T'T = id.

T2 in T?2'": Opazujmo predstavitvi (X | R) in (X U {y}|RU {yé~1}). Oznagimo Y = X U {y}
in § = RU {yé~1}. Definirajmo preslikavo II : X — Fy s predpisom II(z) = x za vsak z € X in
jo po univerzalni lastnosti razsirimo do homomorfizma iz Fx v Fy. Velja II(R) = R C S C Ng,
torej je IT preslikava predstavitev. Obratno definiramo IT' : Y — Fx s predpisom Il'(z) = z za
vsak z € X in IT'(y) = £. Tudi IT razsirimo do homomorfizma in opazimo IT'(S) = RU {1} C Np.
Zato je tudi II' preslikava predstavitev. Preverimo, da je par (II,II') ekvivalenca predstavitev.
Res velja (IU'I(z))x~! = 1 € Ng in (IIIl'(x))z~! = 1 € Ng za vsak z € X, poleg tega pa tudi
(I (y))y L =)y =&y = (y&¢ 1)~ € Ng. Torej drzi IITI" ~ 1 in I'II ~ 1, kar smo zeleli
dokazati.

Slededi izrek (dokaz lahko najdete v [4, izrek 3.14]) bo utemeljil pomembnost Tietzejevih trans-
formacij.

Izrek 4. Naj bosta (X |R) in (Y |S) konéni predstavitvi. Potem predstavljata isto grupo natanko
tedaj, ko obstaja koncno zaporedje Tietzejevih transformacij T1, T1°, T2 ali T2’, ki predstavitev
(X | R) transformirajo v (Y | S).

Ce zelimo definirati neko lastnost grupe na podlagi njene predstavitve, potem se moramo najprej
prepricati, da je to zares lastnost grupe in ne samo neke specifi¢ne predstavitve (npr. stevilo relacij
in generatorjev se lahko razlikuje za razli¢ne predstavitve). Izrek 4 nam zagotavlja, da se poljubni
koncni predstavitvi iste grupe razlikujeta le za neko zaporedje Tietzejevih transformacij. Torej je
dovolj preveriti, da je opazovana lastnost invariantna za Tietzejeve transformacije. S tem dokazemo,
da imajo vse konc¢ne predstavitve grupe enako lastnost in je torej to resni¢no lastnost grupe. Ta
razmislek nam bo koristil v nadaljevanju ¢lanka.

~

Primer 1. Pokazali bomo (z,y|zyz = yzy) = (a,b|a® = b?). Definirajmo nove oznake a = xy
in b = yxy in si predstavljamo, da so a,b,x in y elementi neke grupe. Opazimo, da velja a® =
(zy)(zy)(zy) = (vyz)(yzy) = (yzy)(yzy) = b? natanko tedaj, ko velja zyr = yry. Oglejmo si
naslednje zaporedje Tietzejevih transformacij (uporabljamo enostavnejsi zapis iz opombe 3):
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(x,y|zyr = yry) = {(a,b, z,y | xyx = yry,a = zy,b = yry) 172,72
>~ (a,b,z,y| ryr = yzy,a = xy,b = yry,a® = b*) T1
>~ (a,b,x,y|a = zy,b = yry,a® = b*) T1
>~ (a,b,z,y|a=xy,b=yzy,y = ba"*,a® = b?) T1
>~ (a,b,x,y|a=zy,y = ba"*,a® = b?) T1
>~ (a,b,x,y|a=xy,x =ay ',y =ba"t,a® = b?) T1
> (a,b,z,y|z=ay L,y =0ba"t,a® =b?) T1
>~ (a,b,y|y =bat,a® = b?) T2
>~ (a,b|a® = b%). T2

Kot vidimo, smo morali pametno uganiti nova generatorja a in b, da smo lahko uporabili ustrezne
Tietzejeve transformacije. Pri bolj zapletenih predstavitvah je to lahko zelo tezka naloga.

Za konec poglavja se spomnimo prostega produkta grup, saj ga bomo potrebovali v naslednjem
poglavju. Naj bosta G in H grupi s predstavitvama (X | R) in (Y | S). Njun prosti produkt oznac¢imo
z G x H. Konstruiramo ga podobno kot prosto grupo, tako da tvorimo besede iz elementov grup G
in H ter jih ustrezno reduciramo. Vse relacije, ki veljajo v G in H, veljajo tudi v prostem produktu,
saj lahko obe grupi vlozimo vanj, poleg tega pa nismo dodali nobenih novih relacij. Zato je jasno,
da velja G+ H= (X UY | RUS). Prosti produkt in njegova predstavitev sta obseznejse opisana v
[6, podpoglavje 4.1].

3. Predstavitev grupe vozla

V tem poglavju bomo opisali preprost postopek, s katerim pois¢emo predstavitev grupe vozla. S
pomocjo Seifert-van Kampenovega izreka pa bomo lahko dokazali, da predstavitev zares ustreza
iskani fundamentalni grupi. Za zacetek ponovimo formulacijo omenjenega izreka.

Izrek 5 (Seifert-van Kampen). Naj bodo X1, Xo in X1N Xy neprazni, odprti in s potmi povezani
podprostori v prostoru X = X1 U Xa. Naj bodo x¢ € X1 N Xa in (i1)s : m(X1 N Xo,20) — 7(X1, 20)
ter (i2)s : m(X1 N X9, x0) — 7(Xo,x0) 2z vloZitvama inducirana homomorfizma. Oznacéimo M =
{(i1)«(w) (i2)«(w) " |w € 7(X1 N Xo,m0)}. Potem velja (X, x0) = (m(X1,70) * 7(X2,20))/Nas-

Opomba 5. Ce ima 7(X, zo) predstavitev (Y | R), m(X3, 2q) predstavitev (Z|S) in 7(X1NXa, 20)
predstavitev (W | T), potem ima (X, x¢) predstavitev (Y U Z | RU S U {(i1)«(w)(i2)«(w) 1 |w € W}).
Poleg obicajnih relacij v prostem produktu moramo namre¢ dodati Se relacije, ki nastopijo zaradi
“identifikacij” v kvocientni grupi.

Vec o Seifert-van Kampenovem izreku si lahko preberete v [3, podpoglavje 1.2]. Nasli boste
razlago izreka, dokaz in ve¢ primerov uporabe.

Vrnimo se nazaj na teorijo vozlov. Za vir bomo uporabljali [1, poglavje 6] in [8, str. 144-148].
Kot smo napovedali ze v uvodu, bomo obravnavali le vozle, ki so ekvivalentni poligonskim vozlom.
Poligonski vozel je unija konéno mnogo daljic. Krajisca daljic imenujemo wvozliséa vozla.

Definicija 9. Projekcija vozla K je slika vozla pri projekciji P : R? — R3, ki je podana s predpisom
P(z,y,2) = (2,9,0).
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Tocka r je veckratna tocka projekcije vozla K, ¢e praslika P~!(r) N K vsebuje veé¢ kot eno tocko.

|P7Y(r)N K| =2.
Definicija 10. Projekcija vozla K je reqularna, ¢e zadoSca:
e edine veckratne tocke projekcije so dvojne tocke in teh je samo konéno mnogo,

e nobena dvojna tocka ni slika vozlisca vozla K.

Razlog, da preuc¢ujemo le poligonske vozle, je v tem, da jih lahko s homeomorfizmom preslikamo
tako, da bo njihova projekcija regularna. Pri divjih vozlih tega ne moremo storiti.

Samo iz projekcije ne moremo rekonstruirati tipa vozla, saj ne vemo, kateri lok gre zgoraj in
kateri spodaj pri krizanju.

Definicija 11. Diagram vozla K je regularna projekcija, ki vsebuje dodatno informacijo o krizanju

Slika 2. Vozel deteljica z oznacenimi nadvozi, podvozi in zankami (¢rtkano) okoli nadvozov. Orientacija vozla in smeri
zank so oznacene s puscicami.

Sedaj privzamemo, da je vozel v posebnem polozaju, ki ga bomo opisali (sicer bi ga lahko s
homeomorfizmom preslikali vanj). Primer vozla v Zelenem polozaju je prikazan za sliki 2, pripadajoci
navpi¢no spustimo do ravnine z = 0, ki vsebuje podvoze. Lahko si predstavljamo, da nadvozi tvorijo
skoraj celoten vozel, podvozi pa so zelo kratki. Izberemo orientacijo vozla in v skladu z njo po vrsti
oznacimo nadvoze, kot si sledijo pri obhodu vozla, z a1, ...,a,, podvoze z b1,...,b, ter izhodi§¢no
tocko p = (0,0,2). Za vsak i« = 1,...,n konstruiramo zanko x; z izhodis¢em v p, ki gre okoli
nadvoza a;. Malce bolj natan¢no: na nivoju z = % nariSemo kratko daljico, ki gre pod nadvozom
a; (s tem mislimo, da bi daljica sekala a;, ¢e bi lezala v ravnini z = 1). Krajis¢a daljice podaljsamo
navpi¢no navzgor do ravnine z = 2 in vodoravno povezemo s tocko p. Tako dobljena krivulja
predstavlja tir zanke z;. Smer zanke z; izberemo tako, da potujemo pod a; z desne strani na levo
glede na orientacijo vozla (e gremo v drugi smeri, pa to ustreza m;l). Ponavadi pripadajoce zanke
x; s pusticami ozna¢imo tudi na diagramu vozla. Smiselno je pricakovati, da bodo x; generatorji
grupe vozla. Kaj pa so relacije? “Okrog” vsakega podvoza b; konstruiramo zanko, ki bi jo lahko
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sneli pod podvozom in stisnili v p (prikazano na sliki 3). To pomeni, da bo v fundamentalni grupi
ekvivalenéni razred te zanke predstavljal enoto. Ce to zanko izrazimo z generatorji ;, torej dobimo
neko relacijo r; med njimi. Glede na nacin krizanja dobimo v vsakem krizis¢u eno od dveh relacij:
ry = :L‘ixkx;rllx,;l ali r; = azixlzlxi;llxk — imenujemo jih Wirtingerjeve relacije. Bolj podrobno je
postopek opisan na sliki 4. Trdimo, da smo s tem dobili predstavitev grupe vozla.

(a) Zanka okrog podvoza. (b) Snemanje zanke pod
podvozom.

Slika 3. Zanke okrog podvozov so homotopne konstantni zanki.

€Ly €I
(a) Prvi tip relacije zizpz; bz, " — (b) Drugi tip relacije @iz, 'z} 2k
nadvoz precka podvoz z leve na de- — nadvoz precka podvoz z desne na
sno. levo.

Slika 4. Wirtingerjevi relaciji. Crtkane pustice predstavljajo zanke okoli nadvozov. S sklapljanjem lahko iz njih
sestavimo zanko okrog podvoza, ki ustreza zeleni relaciji. Sklop dobimo izrazen z generatorji, ¢e sledimo ¢rtkanim
puscicam okrog navideznega ¢rtkanega kvadrata. Vedno za¢nemo pri z;.

Izrek 6. Wirtingerjeva predstavitev grupe vozla je (x1,...,xn |71, ..., 7).

Dokaz. Uporabili bomo Seifert-van Kampenov izrek 5. Kljuéni del dokaza bo izbira primernih
mnozic X in Xo iz izreka, za kateri bomo znali izracunati fundamentalni grupi.

Vozel K naj bo v takem polozaju, kot je opisano v prejsnjem odstavku — nadvozi na nivoju z = 1
in podvozi na nivoju z = 0, povezujejo pa jih navpicne daljice. Cilj je izra¢unati fundamentalno

grupo m(R3 \ K). Za zacetek “odebelimo” vozel tako, da vsako daljico, ki ga tvori, nadomestimo
..... c
Dobljeno kvadratno cev oznac¢imo z N. Pri tem mora biti sredi§¢e vsakega kvadrata, ki je del prereza

in zaprtega kvadrata s stranico e.
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N, tocka na ustrezni daljici vozla. Prav tako mora vsak kvadrat lezati v ravnini, katere normala je
pripadajoca daljica. Predstavljamo si lahko, da smo majhen kvadrat “peljali” vzdolz vozla in ga s
tem odebelili. Notranjost cevi N oznacimo z M. Prostor R3 \ M je deformacijski retrakt R3 \ K,
¢e izberemo dovolj majhen e. Izberemo ga tako, da je presek sosednjih odebeljenih daljic v N le
kocka s stranico € in sredis¢em v skupnem vozliscu vozla, sicer pa so odebeljene daljice disjunktne.
Opisimo Se, kaksna je krepka deformacijska retrakcija. Za lazjo predstavo si lahko mislimo analogno
situacijo v dveh dimenzijah — kvadrat brez sredisca retraktiramo na njegov rob. V prostoru storimo
podobno — cev brez vozla v sredini retraktiramo na njen rob, izven cevi pa mirujemo. S tem smo
dokazali, da velja 7(R?\ K) = 7(R3\ M).

Definirajmo X; = (R*\ M) N{z > 0} in Xy = (R*\ M) N {z < §}. Ker sta {z > 0} in {z < §}
odprti mnozici v R3, sta X7 in X5 odprti v R?\ M, torej je tudi njun presek X1 N Xo odprt v R3\ M.
Malce bolj natanéno opisimo izgled prostorov X;, Xo in X7 N Xs. Iz opisa bo tudi jasno, da so vsi
trije prostori povezani s potmi. X; in X9 v primeru deteljice lahko vidimo na sliki 5.

(a) X1 — zgornji polprostor z manjkajo¢imi (b) X2 — spodnji polprostor z vdolbinami.
odebeljenimi nadvozi (udrtine zaradi pod-
vozov smo Ze potlacili na nivo z = 0).

Slika 5. Pogled od zgoraj na prostora X; in Xo, ki tvorita prostor R® \ M.

.- IS
[

(a) Kocka z vzporednimi tuneli, ki je home- (b) Kvadrat z luknjami, ki je deformacijski
omorfna X;. Prvi tunel smo ze raztegnili retrakt kocke na levi. Narisan Sop kroznic
v Zelen polozaj. pa je deformacijski retrakt tega kvadrata.

Slika 6. Dva koraka v transformaciji prostora Xi.
X1 je odprt zgornji polprostor, ki ima n “izkopanih” tunelov zaradi manjkajoc¢ih odebeljenih
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nadvozov. Poleg tega ima Se n pravokotnih udrtin na spodnji strani, ki pripadajo odebeljenim
podvozom, saj ti segajo do nivoja z = §. X; bomo najprej s homeomorfizmi preslikali v bolj
pregleden prostor. Udrtine potla¢imo na nivo z = 0, tunele pa razporedimo vzporedno enega poleg
drugega. Hkrati celoten prostor skréimo v veliko kocko, ki vsebuje vse tunele. Odprtine tunelov
sedaj lezijo na spodnji strani kocke. Vsak tunel preoblikujemo tako, da primemo obe konéni odprtini
in vsako potegnemo na eno od nasprotnih stranskih ploskev. Dobili smo kocko, ki ima n vzporednih
tunelov od ene do druge stranske ploskve. Ce kocko splogéimo v vodoravni smeri, dobimo kvadrat z n
luknjami kot njen deformacijski retrakt. V kvadrat vlozimo Sop n kroznic K, tako da vsaka kroznica
obdaja natanko eno luknjo. Ce luknje raztegnemo in del kvadrata izven kroznic skréimo, vidimo, da
je K,, deformacijski retrakt kvadrata z luknjami. Velja 7(X;) = 7(K,,), ker je bil na vsakem koraku
dobljeni prostor homeomorfen prejsnjemu ali pa deformacijski retrakt prejsnjega. Torej vemo, da
je m(X1) prosta grupa. Njeni generatorji so zanke, ki obkrozajo posamezne kroznice v Sopu. V
prvotnem prostoru X; pa so bile to ravno zanke okoli nadvozov. Zato velja 7(X1) = (z1,..., 2, ] ).
X3 je odprt polprostor pod nivojem z = §, ki ima podobno kot X; pravokotne vdolbine zaradi
odebeljenih podvozov. Spet lahko vdolbine izravnamo in tako dobimo konveksen prostor, ki pa je
enostavno povezan. Torej je grupa 7(Xs) trivialna.
5. Vendar pa ima n pravokotnih lukenj,
saj odebeljeni podvozi segajo od nivoja z = —5 ravno do z = 5. X; N Xy retraktiramo z navpicno

Presek X7 N X5 je “debela” ravnina med z = 0 in z =
projekcijo na ravnino z = 7 in dobimo ravnino z n luknjami. Torej je z enakim razmislekom kot prej
(X1 N X3) prosta grupa na n generatorjih wi, .. ., w,. Pri Seifert-van Kampenovem izreku moramo
vedeti, kako se ti generatorji preslikajo v 7(X1) in 7(X3) s homomorfizmoma (i1), in (i2).. Ker je
7(X7) trivialna grupa, bo zagotovo veljalo (i2).(w;) = 1. Oglejmo si 8e (i1)«(w;): w; predstavlja
zanko okrog odebeljenega podvoza, torej to ustreza ravno Wirtingerjevi relaciji r; v m(X1).

Sedaj lahko uporabimo Seifert-van Kampenov izrek in opombo 5. Kot rezultat dobimo

7R3\ K) 2 n(R3\ M) = 7(X1 U X2) = (1, ..., 20 |1, .. ).

Opomba 6. Katerakoli relacija r; je posledica preostalih, zato jo lahko izpustimo. To pomeni, da
je Nr = Np\gp,y in je zato m(X1 U Xo) = (z1,...,Zn |71, ., 71, Tit1, .-, Tn) tudi predstavitev
grupe vozla. Dokaz te trditve lahko najdete v [7, str. 57-60] ali pa v [1, str. 78-85].

|
y v

Puscice na vozlu oznacujejo orientacijo vozla, puscice s ¢rkovnimi oznakami pa oznacujejo zanke, ki generirajo grupo
vozla.
Primer 2 (Deteljica). Wirtingerjeva predstavitev za deteljico je

1

(x,y,z |z = y lzy,y =2"tez, 2 = x_lya:>.
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Z uporabo Tietzejevih transformacij lahko to Se malo poenostavimo. Ce v prvih dveh relacijah
uporabimo zvezo z = z~'yz, dobimo

1 1

(z,y, 2|z =y o yzy,y = 27y tayr, 2 = 2 ya).

Opazimo, da se po T2’ lahko znebimo tretje relacije in generatorja z. Poleg tega sta prvi dve relaciji
ekvivalentni, saj sta obe enaki xyz = yxy (to je v resnici posledica opombe 6). Konéni rezultat je
tako

(,y|vyz = yxy).
4. Odvajanje v grupnem kolobarju

V tem poglavju bomo spoznali nekaj osnov o grupnih kolobarjih, ki jih bomo potrebovali kasneje
(povzeto po [1, str. 94-100] in [2]). Vpeljali bomo odvajanje, ki bo glavno orodje pri definiciji
invariant vozlov v naslednjem poglavju. Zaradi nasih potreb bomo obravnavali le grupne kolobarje
nad celimi stevili. Ponovimo najprej osnovno definicijo.

Definicija 12. Naj bo G grupa. Grupni kolobar Z|G| je mnozica vseh preslikav v : G — Z s
konénim nosilcem. SeStevanje in mnozenje sta definirana sledece:

o (11 +12)(9) =vi(g) +12(9),

o (11-12)(9) =Y peqvi(h)a(h™tg) za vsak g € G in vsaka vy, 15 € Z[G].

Elemente Z[G] si lahko predstavljamo kot kon¢ne celostevilske kombinacije elementov iz G. Naj
bo funkcija v nenicelna samo na elementih g1, ..., gx. Za v lahko uporabljamo zapis v(g1)g1 + -+
v(gx)gx. Torej so koeficienti v “razvoju” po elementih G ravno pripadajoce funkcijske vrednosti. Tak
zapis je priroc¢en predvsem zaradi tega, ker se z njim mnozenje v Z[G| precej poenostavi. Konvolutiv-
nemu mnozenju namrec ustreza mnozenje linearnih kombinacij kot navadnih vecé¢lenikov. 1z takega
zapisa tudi vidimo, da se komutativnost mnozenja v grupnem kolobarju prenese na komutativnost
mnozenja v grupi. Grupni kolobar je torej komutativen natanko tedaj, ko je grupa komutativna.

Trditev 7. Vsak homomorfizem p med grupama G in H lahko enoliéno razsirimo do homomorfizma
© med grupnima kolobarjema Z|G] in Z[H].

Dokaz. Vsak element Z[G] lahko zapisemo kot konéno vsoto ), nig;. Ce zelimo, da je $ homomor-
fizem, ki razsirja ¢, mora veljati ©(> . nigi) = >, ni@(gi) = >, niw(9:i). 1z tega takoj sledi, da je ¢
enoli¢no dolocen. Kratek ra¢un pokaze, da je tako definirani ¢ res homomorfizem.

Definicija 13. Odvajanje v grupnem kolobarju Z[G]| je vsaka preslikava D : Z[G] — Z[G], ki
ustreza:

e D(v1 +v3) =Dvy + Diy in
o D(v119) = (Dvy)7(v2) + v1Dvy za vsaka vy, 1 € Z|G],
kjer je 7 : Z|G]| — 7Z trivializator, definiran s predpisom 7(>_, n:g;) = Y, 1.

Opomba 7. Tako definiran odvod imenujemo Fozxov odvod. Opazimo, da se formula iz definicije
za odvod produkta razlikuje od “obic¢ajnega” odvoda, saj ni simetri¢na glede na menjavo vrstnega
reda faktorjev.

Omenimo nekaj osnovnih lastnosti odvajanja.
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(1) Dn=0zavsakn € Z

(1) D(32;nigi) = >2;niD(gi)
(iii) Dg=! = —g7'Dg za vsak g € G

Zaradi lastnosti (i7) in (4i4) ter pravila za odvod produkta je vsako odvajanje enoli¢no doloceno,
¢e definiramo vrednosti odvoda za generatorje grupe G.

Enostaven izra¢un pokaze sledec¢o trditev. Lahko si pomagamo z ocitnim dejstvom, da je za
dokaz, da je D odvajanje, dovolj preveriti, da je D aditivna preslikava in za vsaka g1, g2 € G velja

D(g192) = Dg1 + g1Dgo.

Trditev 8. Naj bosta D in D' odvajanji ter u € Z|G|. Potem sta tudi D + D" in D - u, definirana
kot (D + D')v = Dv+ D'v in (D - u)v = (Dv)u, odvajanji.

Osredotocili se bomo na grupni kolobar proste grupe Z[Fx]. Privzeli bomo, da je mnozica X =
{z1,z2,...} Stevna. Naslednja trditev in njena posledica bosta razkrili, da lahko precej enostavno
opisemo vsa mozna odvajanja v Z[Fx].

Trditev 9. Vsakemu generatorju x; proste grupe F'x pripada enolicno odvajanje D; = 8 , da velja

Oz __
Ox;

5Z],t] _—1 ce]ez—j,ma =0, dei #j.
Dokaz. Za vsak indeks j =1,2,... in vsak u € Fx definiramo

) {1, x; je prva ¢rka v besedi u
J,u) =

0, sicer

Definicijo linearno razsirimo na Z[Fx] s predpisom (j, >, nju;) = >, ni{j,u;). Za vsak indeks j,
w € Fx in v =Y, nu; € Z[Fx] definiramo (j,w,v) = (j,w 'v) — (j,w™)7(v). Ratunamo

(j,w,v> = <]a w_ly> - <j7w_1>7-(1/)
= <Ja w_l anﬁ - <j7w_1> an

= 3 () — G )
= an@, W, Uj),

kjer smo upostevali, da je 7(u;) = 1.
Opazujmo (j, w, u;) = {j,w ™ u;)—(j,w™1). Recemo, da je w predpona u;, e u; dobimo iz w tako,

da dodamo nekaj ¢rk na desni brez reduciranja (npr vse predpone besede 27 'y% so 1,271,z 1y in
_1 2) —1

Ce w ni predpona u;, potem se pri stiku w~'u; beseda w™! ne reducira v celoti in imata zato

w™ ! ter wl

u; enako prvo ¢érko. To pa pomeni, da je (j,w,u;) = 0. Ce zelimo, da je (j,w,v) # 0,
mora biti torej w predpona nekega wu;, kar pa pomeni, da je takih w le konéno mnogo. Vsak wu;
namre¢ vsebuje konéno ¢rk (torej ima konéno predpon), indeksna mnozica, po kateri tece i, pa je
tudi koné¢na.
Tako definiramo 9
v .
oz, Z (J,w, V)w.

J weFx
Zaradi prejsnjega razmisleka je definicija smiselna, saj je vsota konéna (le konéno koeficientov je
nenicelnih). Zaradi (j,w,v) = Y, ni(j, w, u;) velja (j,w,v1 + v2) = (j,w,v1) + (j,w,v2) in zato je
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% res aditivna. Z neposrednim ra¢unom lahko preverimo, da za u,v € Fx velja % = % +u%,
J J J J
torej je a%j res odvajanje. Izra¢unajmo Se g;; Upostevamo, da sta 1 in x; edini predponi z;. Torej

je g;; = <.73 17$1> + <]7 xlaxl>$2 = (<]7 332> - <.73 1>) + (<]7 1> - <]7 l’;1>)l‘@ = (5” - 0) + (0 - O)xl = 51]

Posledica 10. Naj bo D poljubno odvajanje v Z|Fx|. Vrednosti na generatorjih oznacimo z Dx; =

0

u;. Potem velja

Dokaz. Dokazimo najprej, da je za vsak v € Z[Fx] vsota ) _, 8%“2' konéna. Dovolj je, da to preverimo
le za v € Fx. V reducirani besedi v nastopa le kon¢no mnogo generatorjev z; ali njihovih inverzov.
Parcialni odvodi po vseh ostalih generatorjih bodo zato enaki 0.

Dokazali smo, da je odvajanje enolicno dolotno z vrednostmi na generatorjih. Oc¢itno velja

8 _ 8 i L . ~ - - . . .
(Zj pr uj)T; = Zj 8; uj = u;. Ce upoStevamo Se trditev 8, je posledica dokazana.

Zanimivo je, da lahko vsak element Z[Fx| izrazimo preko parcialnih odvodov. Definirajmo
Dv = v — 7(v). Na D lahko gledamo kot na aditivno razsiritev predpisa Du = u — 1 za u € Fx.
Ker velja D(uv) =uv —1= (u— 1)+ u(v — 1) = Du+ uDwv, je D odvajanje. Po posledici 10 velja

ov

kar nam da pomemben zapis

5. Alexandrova matrika in elementarni ideali

Pripravljeno imamo vse potrebno, da lahko za¢nemo z najpomembnej$im delom. Za vir bomo
uporabljali [1, str. 100-107]. Preko Alexandrove matrike bomo iz predstavitve grupe vozla dobili
elementarne ideale. Dokazali bomo, da so invariante tipa vozla, torej bomo z njimi lahko locevali
vozle razlicnih tipov. Postopali bomo sicer bolj splosno, saj se ne bomo omejili le na grupe vozlov.
V naslednjem poglavju pa bomo od elementarnih idealov presli na bolj specificne invariante, kjer
pa se bomo morali omejiti zgolj na grupe vozlov.

Naj bo G grupa s koné¢no predstavitvijo (X | R), kjer je X = {x1,...,x,} in R ={r,...,mn}.
Naj bosta v : Fx — G in a : G — G/|G, G] kvocientni projekciji. Oznac¢imo G/|G,G| = H. Z
v : Z[Fx] — Z|G] in & : Z|G] — Z[H] ozna¢imo enoliéni razsiritvi do homomorfizmov med grupnimi
kolobarji, ki obstajata po trditvi 7.

Definicija 14. Alexandrova matrika predstavitve (X | R) je m x n matrika A = [a;;], kjer je

Qi — &% ( 87'1‘ )
K 81’j
ar;

Opomba 8. Razlog, da or komponiramo z 7 in @, je, da se s tem izraz poenostavi. V G “identi-

ficiramo” vse v jedru ker~y, H pa je komutativna grupa. Enako velja za Z[G] in Z[H]. Kot bomo
videli, bo kon¢ni izraz pri grupah vozlov Se posebej enostaven.
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Primer 3 (Deteljica). V primeru 2 smo videli, da ima grupa deteljice predstavitev (z,y |zyz =
yzy). Ce zelimo izracunati Alexandrovo matriko, moramo parcialno odvajati relacijo (zyz)(yzy) ™
po generatorjih x in y. Za lazje racunanje si v sploSnem poglejmo, kako izgleda parcialni odvod
relacije oblike risfl. Po pravilih za odvajanje ra¢unamo

87’1-8;1 o gl 0s;
. A Lt
Ox;j Ox; Ox;

Ker 7 razsirja v, mora veljati %’(risfl) = 1. Dobimo

__ [ Oris; O\ [ Osi
i aI‘j - 6.’E]’ >Y 69:]- '

V nasem primeru imamo

Ozyr B or\
oz _1+$5x —1+x<0+ya$>—1+:py

i 8 X a,’l
- O -_— =

Torej
ay (C%(xyw)(yxy)l) =ay(1+ay —y)
in simetri¢no
7 (5 v y) ) =@ 1~ ya).
Alexandrova matrika je zato
A=[aA(1+ay—y) aj(z—1-yx)].

Kaksno konkretno vlogo imata & in ¥ pri poenostavljanju izrazov v tem primeru, pa bomo videli
kasneje.

Definicija 15. Naj bo R komutativni kolobar z enico in A € M,,x,(R) matrika. Za vsak k € 7Z,
k > 0 definiramo k-t elementarni ideal Ej(A) matrike A:

e Ej(A) jeideal, generiran z determinantami vseh podmatrik v A velikosti n—k, ¢e je 0 < n—k <

m7
e Fi(A) =0, tj. nicelni ideal, ¢e je n — k > m,
o Fi(A)=R,cejen—k<O0.
Dokazimo preprosto trditev, ki nam bo povedala, v kaksni zvezi so zaporedni elementarni ideali.

Trditev 11. Elementarni ideali tvorijo narascéajoco verigo.

Dokaz. Naj k in k + 1 ustrezata prvemu od treh pogojev v definiciji. Vzemimo neko podmatriko
velikosti n — k. Ce njeno determinanto D € Ej, (A) razvijemo po prvi vrstici, dobimo zapis oblike
D =a1Di+--+an_Dy_k. Pritem so D; determinante matrik velikosti n—k—1 = n—(k+1), torej
elementi Ey1(A). Zato veljatudi D € Ej1(A). Preverimo $e robne primere: ¢e je n—k > m, potem
zagotovo velja 0 = Ei(A) C Egy1(A). Ce pajen — (k4 1) <0, potem drzi Ex(A) C Ex1(A) = R.
V vsakem primeru imamo torej vsebovanost Ex(A) C Exy1(A).
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Z naslednjo definicijo bomo povezali Alexandrovo matriko in elementarne ideale.

Definicija 16. k-ti elementarni ideal kon¢ne predstavitve (X | R) je k-ti elementarni ideal pripa-
dajoce Alexandrove matrike A.

Opazimo, da smo elementarne ideale definirali glede na predstavitev grupe. Nas cilj bo dokazati,
da so v resnici odvisni le od grupe in ne od izbire predstavitve zanjo. Najprej bomo pokazali, da
dolocene operacije na matrikah ohranjajo elementarne ideale. Nato pa bomo opazovali, kako se
spreminja Alexandrova matrika pri razlicnih predstavitvah iste grupe — videli bomo tesno povezavo
S prej omenjenimi operacijami.

Definicija 17. Matriki A in A’ z elementi iz komutativnega kolobarja R z enico sta ekvivalentni,
pisemo A ~ A’, ¢e lahko eno pretvorimo v drugo s konénim zaporedjem sledecih operacij:

(i) menjava stolpcev ali vrstic,

(17) dodajanje vrstice nicel: A — (61) ,

(7i7) pristevanje linearne kombinacije vrstic neki drugi vrstici,

(1v) pristevanje linearne kombinacije stolpcev nekemu drugemu stolpcu,

A
(v) dodajanje nove vrstice in stolpca z enico v presec¢iséu: A — <0 (1)> .

Opomba 9. Operacijo (v) lahko nadomestimo z bolj splosno operacijo (v'): A — <Z1 (1)>, kjer

je a poljubna vrstica. Najprej uporabimo (v), nato pa vsem stolpcem, razen zadnjemu, pristejemo
ustrezen veckratnik zadnjega stolpca (torej veckrat uporabimo (iv)).

Trditev 12. FEkvivalentni matriki imata enako verigo elementarnih idealov.

Dokaz. Zelimo dokazati, da za vsak k > 0 velja Ex(A) = E(A'), ¢e je A ~ A’. Naj bo A m x n,
A’ pa m’ x n/ matrika. Dovolj je preveriti enakost idealov le za matrike A’, ki smo jih iz A dobili z
eno od petih operacij iz definicije 17.

(1): Ce zamenjamo stolpca ali vrstici, bo mnozica determinant vseh podmatrik velikosti n — k
ostala nespremenjena do predznaka elementov natan¢no, kar pa ne vpliva na generirani ideal. Robni
pogoji se ne spremenijo, ker (i) ohranja dimenzijo matrik.

(17): Veljam’ = m+1 in n’ = n. Obravnavajmo vse tri primere iz definicije elementarnih idealov
15. Ce je n —k < 0, potem je tudi n’ — k < 0, in po definiciji velja Ej(A) = Ex(4") = R. Ce je
0 < n—k < m, potem je tudi 0 < n’—k < m’. Podmatrike v A’ velikosti n’ —k so enake podmatrikam
v A velikosti n — k, razen ¢e podmatrika v A’ vsebuje zadnjo nicelno vrstico, ki je A nima. Toda v
tem primeru je njena determinanta enaka 0. Zato velja Ex(A) = Ex(A"). Ce je n — k > m, potem
jen' —k > m/, razen v primeru, ko je n’ —k = m’. Vendar tedaj poljubna podmatrika v A’ velikosti
m’ vsebuje vse vrstice, torej tudi zadnjo nicelno, in je zato njena determinantna enaka 0. V vsakem
primeru velja Ei(A) = Ei(A") = 0.

(7i7): Dimenzije matrike se ne spremenijo, torej moramo preveriti samo primer, ko je 0 <
n — k < m. Dovolj je, da dokazemo trditev le v primeru, ko i-ti vrstici pristejemo veckratnik j-te
vrstice, za neka i # j, saj za poljubno linearno kombinacijo samo veckrat ponovimo ta korak za
razlicne j. Ozna¢imo z A; i-to vrstico A. Naj velja A, = A; + cA; za neki ¢ € R. Vzemimo
poljubno (n — k) x (n — k) podmatriko v A’, oznacimo jo z B. Ce ne vsebuje i-te vrstice, je to
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tudi podmatrika v A. Sicer pa njeno determinanto, prek razvoja po i-ti vrstici, lahko zapiSemo
kot det B = det By + ¢ - det Bo, kjer je B; podmatrika v A, By pa podmatrika v A. Matrika A je
enaka kot A, le da velja A; = A; (podvojena j-ta vrstica). By ima lahko dve enaki vrstici (njena
determinanta je 0) ali pa je do permutacije vrstic enaka neki podmatriki v A (morda je vrstica A;
na napacnem mestu). Iz tega sledi, da sta det By in det By v Eg(A) in zato je tudi det B € Ej(A).
Torej sledi E;(A’) C Eg(A). Za obratno smer uporabimo, da velja A; = A} — cA’, torej z enakim
razmislekom sledi tudi Ex(A) C Ep(A").

(iv): Dokazemo podobno kot (#ii).

(v): Dokaz lahko najdete v [4, stran 29].

Naj bosta R in R’ komutativna kolobarja z enico, A € M,,x,(R) matrika in ¢ : R — R’
homomorfizem. Definiramo lahko ¢(A), tako da vse elemente slikamo s ¢, torej ¢p(A);; = d(Aij).

Trditev 13. Ce je ¢ surjektiven, velja ¢(Ey(A)) = Ep(¢(A)).

Dokaz. Vedno velja ¢(0) = 0 in po predpostavki ¢(R) = R’, torej trditev velja za n — k > m in
n—k < 0. V primeru, ko je 0 < n—k < m, ozna¢imo z D mnozico determinant vseh podmatrik v A
velikosti n — k in analogno D’ za podmatrike v ¢(A). D generira Ey(A), D’ pa generira Ey(¢(A)).
Ker je determinanta vsota produktov elementov matrike ter ¢ ohranja vsote in produkte, saj je
homomorfizem, velja ¢(D) = D’ in zato Ex(¢p(A)) = ¢(Ek(A)).

Ponovimo, kako izgleda trenutna situacija. Naj bosta G = (X |R) in G’ = (Y| S) razliéni
predstavitvi iste grupe in (f,g) ekvivalenca predstavitev. S H in H’ ozna¢imo abelizirani grupi
G/|G,G] in G'/[G',G']. Pripadajoce kvocientne projekcije naj imajo enake oznake kot do sedaj:
vy:Fx -G~ :Fy -G ina:G— H,d : G — H'. Vemo, da preslikavi f in g inducirata
inverzna homomorfizma f, in g, med G in G’. Po definiciji velja fyy = 7/f in analogno tudi
97 =79

Ker za poljubna elementa g, h € G velja f«([g, h]) = [f«(9), f«(h)], sledi vsebovanost f.(|G,G]) C
[G',G"]. Tako spet lahko na enak nacin kot v opombi 4 definiramo induciran homomorfizem
fex + H — H', za katerega velja fiwa = of,. Povsem enak razmislek velja za g, in induci-
ran homomorfizem g,,. Od prej vemo, da velja fig. = id in g, fs = id. Sedaj pa imamo tudi
fexGrx = (fxgx)sx = idy = id in enako G frx = id. Torej sta si tudi fix in gux inverzna.

f

Fx Fy Z[FX} — Z[FY]
g

gl 5 ¥ B 5
fx [+

G —— ' Z|G] — G']
Gx Jx

e’ o a a
f** ﬁ*

He=— 2] == 7{i7]
o T

Vse homomorfizme med grupami zdaj enoli¢no razsirimo do homomorfizmov med grupnimi
kolobarji po trditvi 7. Da jih lo¢imo med sabo, jih oznacujemo z vijugo. Enoli¢nost razsiritve tudi
zagotavlja, da velja §**ﬁ* = id na celotnem Z[H|, ne le na H (H gledamo kot podmnozico Z[H]).
To pomeni, da sta f** in . inverzna izomorfizma grupnih kolobarjev. Vse opisano prikazujeta
zgornja diagrama. Pripravljeni smo, da formuliramo najpomembnejsi izrek tega poglavja — izrek o
invarianci elementarnih idealov.
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Izrek 14. Naj bosta (X | R) in (Y | S) koncni predstavitvi in (f, g) ekvivalenca predstavitev. Potem
fax preslika k-ti elementarni ideal (X | R) na k-ti elementarni ideal (Y | S). Analogno velja tudi za

G-

Dokaz. Ker sta f** in g4« inverzna, je dovolj trditev dokazati le za f** Zaradi izreka 4 se lahko
omejimo na primer, ko je f ena izmed Tietzejevih ekvivalenc I ali II. Ozna¢imo X = {z1,...,z,}
in R={ry,...,rm}.

Naj bo f = 1. V tem primeru je Y = X in S = RU {s} za neki s € Ng. Z A in A’ oznacimo
Alexandrovi matriki obeh predstav1tev Ker je I identiteta, sta identiteti tudi I, in I, in zato
enako velja tudi za razgiritev I,,. Torej moramo dokazati enakost idealov Ej(A") = Ly (Ey(A)) =
Eyp(L.(A)) = Ex(A) (drugi enacaj je posledica trditve 13). To bo sledilo iz ekvivalentnosti matrik
A in A’ in trditve 12. A’ dobimo iz A tako, da dodamo Se eno vrstico, ki ustreza odvodom nove

relacije BTSJ_ zaj=1,...,n. Kerjes e Ng, velja s =[[}_ lukrﬁ’“uk za neke uy € Fx, By € Z in
p € N. Zaradi zveze ukr-ﬁ’“ufl ukrsgn(ﬁk) 1IBel Jahko predpostavimo, da je B = +1. Odvajamo
i Ok

in veckrat uporabimo pravilo za odvod produkta, da dobimo

0Os 0 0 0
6% 833] (ulrﬁl hy ulrﬁlul o, (u27"32 (H ukr ) oz, (upr.ﬁpugl).

Ker velja ¥(r;) = 1, se izraz poenostavi v

Ce uporabimo formulo za odvod inverza, dobimo

Bk
9 Br, —1 Ouy, arik Bk flauk
Ox; (ukr u) = Ox;j + Uk Ox;j kT Uk 630]

Uporabimo % in poenostavimo izraz v

or Br
() -wn(35)

>~ . . ~ aTZBkk ~ Bnk . . . . ~ 87'26: ~ (9'!’1-_’91
Ce je B, = 1, velja v oz ) =7 (W) Sicer pa je By = —1 in velja ¥ oz; | = T\ oz | T

~ _10 i ~ [0 i . . o 8 k e [ ~ v
5 (—rikl 82’?) = —5 8;’?). Torej v vsakem primeru drzi (= ) Br( r’“). Ce oznac¢imo
J J

Bray(ug) = ¢, dobimo kot rezultat

[0 u or; o (o
ay 78 =N @ w)a (87 (k) ) =Y aadd T’f -
Ox; — Oz — Ox;

Ker so koeficienti ¢, enaki za vse indekse j, je zadnja vrstica A’ linearna kombinacija preostalih

vrstic. Torej smo A’ dobili iz A z uporabo operacij (i¢) in (iii) iz definicije 17.

Podobno dokazemo za f = II. Tokrat matriko A’ dobimo tako, da A dodamo novo vrstico, ki
ustreza odvodom nove relacije, in nov stolpec, ki ustreza odvajanju po novem generatorju. Enakost
idealov spet dokazemo prek ekvivalentnosti matrik z uporabo operacije (v') iz opombe 9. Podrob-
nosti so v [4, stran 31].
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6. Vozelni polinomi

V prej$njem poglavju smo za poljubno konéno predstavitev definirali elementarne ideale in pokazali,
da so invariante tipa predstavitve. Sedaj pa se bomo omejili le na grupe vozlov — oznacimo z G
grupo vozla K. Najprej si bomo bolj podrobno pogledali abelizirano grupo G/[G,G], ki jo bomo
oznacevali s H. Videli bomo, da se zaradi dodatne komutativnosti grupa zelo poenostavi. Pri tem
si bomo pomagali z Wirtingerjevo predstavitvijo G. Temeljni vir, ki vsebuje snov tega poglavja, je
[1, poglavje 8].

Trditev 15. Naj bo G grupa vozla K. Njena abelizirana grupa H je neskoncéna ciklicna grupa.

Dokaz. Naj bo (X | R) predstavitev grupe G. Predstavitev G/[G,G] = H je potem (X|R U
{[zi,zj]|xzi,z; € X}). Uporabimo Wirtingerjevo predstavitev iz izreka 6, kar nam da H =
(T1,...,Tn | T U {lxi,z;] | zi, x5 € X}). Spomnimo se, da so relacije r; oblike xixlzlx;&lxk ali
xzajkm;_llx,;l Ce upostevamo komutativnost generatorjev H, se v obeh primerih r; poenostavi v
x; = wjy1. Vse relacije lahko torej po T'1 in T'1’ nadomestimo z x1 = x2,...,%,_1 = T, da dobimo
ekvivalentno predstavitev

(X1, Tp | X1 = 9,02 = X3, ..., X1 = Tp)-
~1

n—1°
stranimo s transformacijo T2'. Postopek ponavljamo in zaporedoma odstranimo Se generatorje

Ker generator z, nastopa kot ¢rka le v zadnji relaciji z,z ga lahko skupaj z relacijo od-

Tp—1,Tn—2,...,T2 s pripadajotimi relacijami. Na koncu nam ostane le (x| ), kar je predstavitev
neskonéne cikli¢ne grupe.

Na elemente grupnega kolobarja Z[H| lahko gledamo kot na posplosene polinome v spremenljivki
t, kjer je t generator H, npr. 3t=2 + 5 + 7t3. Polinome, pri katerih dopuséamo tudi negativne
eksponente, imenujemo Laurentovi polinomsi. Uporabljamo tudi oznako Z[t,t™!].

Pri Alexandrovi matriki smo omenili, da je vloga a7 v poenostavitvi izrazov, ki nastopajo v
matriki. Sedaj lahko konéno bolj konkretno povemo, kaj smo mislili s tem. Poglejmo, kam se z ary
slikajo generatorji proste grupe x;. Vemo, da za vsako Wirtingerjevo relacijo r; velja ay(r;) = 1.
Privzemimo, da je r; tipa a:iarlzla:i_ +1133k (enako bi veljalo za drugi tip). Ker je H komutativna, velja

1= an(wiy 'wihon) = ay(z)ay (@) " ay(en) " ay(ar) = ar(z)ay (i)~

To pomeni, da so vse slike generatorjev ay(x;) enake. Ker pa je ay surjektivna, morajo generirati
neskoné¢no cikliéno grupo H. Torej so enake njenemu generatorju ¢ (lahko bi izbrali tudi generator
t~1). Enako velja tudi za a7, ker razsirja avy.

Primer 4 (Deteljica). V primeru 3 smo ze izracunali Alexandrovo matriko
A=[aA(1+2y—y) aj(z—1-yx)].
Po prejsnjem razmisleku lahko to poenostavimo v
A=[1+8—t t—1-1%.
Dimenzije matrike so m = 1 in n = 2. Po definiciji elementarnih idealov velja
e Fy(A)=0,sajjen—k=2-0>1=m,

e F1(A)=(1—t+t*,—(1—t+1t%))=(1—t+1t?), saj v tem primeru gledamo ideal, generiran z
elementi A,
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o B (A)=Z[t,t Y zak>2sajjen—k=2—k<0.

en sam generator in nobene relacije — njena predstavitev je (x| ). Alexandrova matrika A’ ima
dimenzije m = 0 in n = 1, zato takoj iz definicije elementarnih idealov sledi, da je Ey(A’) = 0 ter
Eyp(A") = Z[t,t7'] za k > 1. Z izomorfizmom oéitno ne moremo preslikati Ey(A) na Ej(A’), ki je
celoten kolobar. Po izreku 14 smo s tem dokazali, da deteljica in trivialni vozel nimata iste grupe
vozla, zato tudi nista vozla istega tipa. To je “dokaz”, da deteljice ne moremo razvezati.

Preden definiramo vozelne polinome, moramo spoznati nekaj lastnosti grupnega kolobarja Z[t, t~1].
Za zacetek ponovimo definicijo najvecjega skupnega delitelja v celem kolobarju.

Definicija 18. d je najvecji skupni delitelj aq,...,a,, ¢e d|a; za vsak i = 1,...,n, tj. d je skupni
delitelj aq, ..., an, poleg tega pa e|d, ¢im je e neki drugi skupni delitelj aq, ..., a,.

Opomba 10. Ekvivalentno bi lahko definirali d kot generator najmanjsSega glavnega ideala, ki
vsebuje ay,...,an, Ce ta obstaja. Pogoj a; € (d) pomeni, da je a; = p;d oz. d|a;, torej je d skupni
delitelj ay,...,a,. Za vsak drugi skupni delitelj e pa velja (d) C (e) in zato e|d.

Sledeca trditev je enostavna posledica znanega dejstva, da v kolobarju polinomov ene spremen-
ljivke s celostevilskimi koeficienti vedno obstaja najvecji skupni delitelj.

Trditev 16. V Z[t,t!] obstaja najvecji skupni delitelj poljubne konéne mnoZice.
Sledi definicija vozelnih polinomov, ki je zelo podobna definiciji elementarnih idealov 15.

Definicija 19. Naj bodo k € Z, k > 0, (X | R) kon¢na predstavitev grupe vozla in A Alexandrova
matrika te predstavitve. Definiramo k-ti vozelni polinom Ay predstavitve (X | R):

e Aj jenajvecji skupni delitelj determinant vseh podmatrik v A velikosti n—k, ¢e je 0 < n—k < 'm,
e A, =0,¢ejen—k>m,
e Ap=1,¢ejen—k<O0.

Dobra definiranost vozelnih polinomov je posledica trditve 16. Po opombi 10 bi lahko Ay
definirali tudi kot generator najmanjSega glavnega ideala, ki vsebuje determinante vseh (n — k) x
(n — k) podmatrik v A. Ker pa te determinante generirajo ravno elementarni ideal Ex(A), je Ag
generator najmanjsega glavnega ideala, ki vsebuje Fji(A). Taka definicija se ujema tudi za robna
primeran —k>minn—k <0.

Opomba 11. Ko govorimo o vozelnih polinomih, ponavadi mislimo vozelne polinome v normalizi-
rani obliki. Vemo, da je najvecji skupni delitelj dolo¢en le do asociiranosti natanéno, tj. do mnozenja
z obrnljivim elementom. Kratek razmislek pove, da so edini obrnljivi elementi v Z[t,t~!] potence
+t™ za poljuben m € Z. Ce zelimo normalizirano obliko neni¢elnega vozelnega polinoma, izbe-
remo tak +t™, da dobljeni polinom ne bo imel negativnih potenc in bo njegov konstantni koeficient
pozitiven (npr. normalizirana oblika 3t + ¢ 73 — 2t je —3t6 — ¢2 4 2).

Iz opombe 6 0 odvecni relaciji v Wirtingerjevi predstavitvi sledi, da vedno obstaja predstavitev
grupe vozla z n generatorji in n — 1 relacijami. V tem primeru bo Alexandrova matrika dimenzij
(n—1) xn. Zato bosta Ey(A) = 0in Ay = 0. Podobno kot za elementarne ideale bomo dokazali, da
so vozelni polinomi neodvisni od predstavitve grupe vozla, torej bo vedno veljalo Ag = 0. Zato bo
A1 prvi nenicelni vozelni polinom. V praksi se izkaze, da zelo pogosto lahko vozle lo¢imo ze samo
na podlagi Ay. Zaradi njegove pomembnosti se je za vozelni polinom A; uveljavilo posebno ime —
Alexandrov polinom.

Naslednja trditev bo Se bolj povezala Alexandrov polinom in prvi elementarni ideal F1(A).
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Trditev 17. Elementarni ideal E1(A) je glavni ideal in njegov generator je Alexandrov polinom Aj.

Dokaz. Naj bo r; Wirtingerjeva relacija iz predstavitve grupe vozla. Spomnimo se formule, ki smo

or;
-1= Z@x]

jo dokazali prek posledice 10:

Ce na njej uporabimo a7, dobimo

- ]Z:&’i (5 @ten - v,

Upostevamo, da je A;; = &i(g;;) in ay(z;) = t*1. Torej je

> Ay | (F-1).
j=1

Ker v Z[t,t~!] nimamo deliteljev ni¢a, mora veljati Z?Zl A;; = 0 za vsak 7. To pomeni, da je vsota
clementov v vsaki vrstici enaka 0. Ce zadnjemu stolpcu A pristejemo vse ostale stolpce, dobimo
zato stolpec nicel. Matrika A je torej ekvivalentna (n — 1) X n matriki z ni¢elnim zadnjim stolpcem.
V tej matriki pa je najvec¢ ena (n—1) x (n — 1) podmatrika z neni¢elno determinanto. Torej je ideal
E1(A) res generiran z enim samim elementom, ki je o¢itno Aj.

Kot posledico trditve 11 lahko dokazemo podobno zvezo tudi za vozelne polinome in sicer
Agy1| Ay za vsak k > 0. Vemo, da velja Ex(A) C Exi1(A) C (Agy1). Ker pa je (Ag) najmanjsi
glavni ideal, ki vsebuje Ej(A), mora veljati (Ag) C (Agy1). Zato res drzi Agyq | Ag.

Dokazimo sedaj izrek o invarianci vozelnih polinomov. Situacija je popolnoma enaka kot v opisu
pred izrekom 14 o invarianci elementarnih idealov. Uporabljali bomo tudi enake oznake.

Izrek 18. Naj bosta (X | R) in (Y | S) konéni predstavitvi grupe vozla in (f,g) ekvivalenca pred-
stavitev. Potem je slika k-tega vozelnega polinoma Ay predstavitve (X | R) s fux asociirana k-temu
vozelnemu polinomu A}, predstavitve (Y | S). Simetricno velja tudi 2a Gus.

Dokaz. Skoraj vse delo smo opravili Ze z dokazom izreka 14. Vemo, da velja Eyx(A) C (Ag),
Ep(A") C (A}) in fu(Er(A)) = Ei(A'). Torej sledi Ex(A) C fia((Ag)). Ideal fui((Ag)) je
glavni, ker je izomorfna slika glavnega ideala. Ker pa je (A}) najmanjsi glavni ideal, ki Vsebuje
E(A’), mora veljati (A}) C C fu((Ap)). Enak razmislek lahko naredimo tudi za Gix = = foli

dobimo (Ag) C ﬁ;l((Ak)) Zato res velja fo.((Ag)) = (A}) in njuna generatorja Fer(Ap) in A’

morata biti asociirana.

Ali lahko iz pravkar dokazanega izreka sklepamo, da se morata normalizirana polinoma Aj in
A} ujemati v vseh koeficientih? Vemo, da to velja za ﬂ*(Ak) in A}, saj imajo associirani elementi
isto normalizirano obliko. Razmislimo, kak$ne moznosti imamo za izomorfizem f,, : H — H’'. Ker
sta H in H' po trditvi 15 neskoné¢ni cikliéni grupi, imamo samo dve mozZnosti: f.. lahko preslika
generator ¢ v ¢’ ali pa v ¢~!. V prvem primeru se normalizirana oblika zagotovo ohranja. Poglejmo
si, kaj se zgodi v drugem primeru. Ce v polinomu a,t" + a,_1t" ' + - - + ag zamenjamo t s t'~! in
normaliziramo, dobimo +(agt™ + - - - + an—1t' + ay), ki ima ravno zamenjan vrstni red koeficientov.
Izkaze se, da so vsi vozelni polinomi “palindromski” (dokaz lahko najdete v [1, str. 136-144]), torej
vedno velja a, = ag, a1 = an_1,... ali bolj na kratko Ag(t) = t™AL(t"!) za neki m € Z. Ta
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lastnost zagotavlja, da se normalizirane oblike vozelnih polinomov vozlov istega tipa ujemajo v vseh
koeficientih.

Kot zanimivost omenimo Se, da Alexandrov polinom karakterizirata naslednji dve lastnosti:
palindromskost, tj. A1(t) = t™A(t7!) za neki m € Z, in vrednost 7(A1) = £1 pri sliki s triviali-
zatorjem. To pomeni, da je vsak polinom, ki zadosca tema dvema lastnostma, Alexandrov polinom
nekega poligonskega vozla. Se ve¢, obstaja celo karakterizacija celotnega zaporedja vozelnih poli-
nomov. O lastnostih Alexandrovega polinoma lahko ve¢ preberete v [1, poglavje 9], karakterizacija
zaporedja vozelnih polinomov pa je opisana v [5].

Primer 5. Za zakljucek si poglejmo Se primer, ki bo pokazal razliko med elementarnimi ideali in
vozelnimi polinomi. Na kratko ponovimo zgodbo od zacetka. Zelimo lo¢iti vozle razliénih tipov.
Definiramo grupo vozla in iz njene predstavitve dobimo neko dokaj lahko izracunljivo invarianto
— zaporedje elementarnih idealov ali vozelnih polinomov. Pomanjkljivost tega postopka je, da na
vsakem koraku izgubimo nekaj informacij o vozlu. To pomeni, da sta lahko vozla razlicnega tipa,
ampak ju z nasim postopkom ne bomo mogli lo¢iti, ker smo izgubili preve¢ informacij. Obstajajo
celo vozli razli¢nih tipov, ki imajo enake grupe vozlov, torej nas nac¢in lo¢evanja odpove Ze na samem
zacetku. Ogledali si bomo dva vozla, ki ju lahko lo¢imo z elementarnimi ideali, vozelni polinomi pa
so pri obeh enaki. Torej je prednost elementarnih idealov, da boljSe lo¢ujejo med vozli, vendar pa
je vozelne polinome lazje izracunati.

Prvi vozel ima oznako 67 po Alexander-Briggsovi notaciji, kjer 6 oznaCuje najmanjse moZno

1

preko Wirtingerjevih relacij generatorje z, u, v, w izraziti z z in y. Za to bomo potrebovali 4 relacije.
Peta Wirtingerjeva relacija nam bo dala neko relacijo med x in y, ki bo dejansko nastopala v
konéni poenostavljeni predstavitvi, Sesta pa bo sluzila za preizkus. Ce smo pravilno racunali, bi

z = acyz:_l, u = 2z"lgz = my_1$yw_1, v =ultou = azy_lx_lya:y_lmya:_l inw = vuww ! =
zy le lyzyleyrly tzyr—!. Peto krizisée nam da zvezo vw = wy, ki je ekvivalentna
xy_lacyx_ly_lxyx_l = y_lr);’y:):_ly_lxyx_ly.
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ki smo jih do sedaj izpeljali, namre¢ dobimo:

yw = y(zy 'z yzy  ayr Ty aya ™) = (yay e y) (@y  aya Ty oy
= (yzy 27 y)(y tayz Ty tayaly) = (ayx )y
= zy.

S Tietzejevimi transformacijami poenostavljena predstavitev grupe vozla je torej

1 1 1

(z,yl ey eyr Yy aya =y raya Ty ey y).

Izracunajmo Alexandrovo matriko. Po odvajanju postanejo izrazi zelo dolgi, vendar se moc¢no
poenostavijo, ¢e postavimo ay(z) = ay(y) = t. Pri tem se moramo zavedati, da to lahko storimo,
ker pri poenostavljanju predstavitve nismo vpeljali novih generatorjev, ampak sta x in y generatorja
iz prvotne Wirtingerjeve predstavitve. Novi generatorji se ne bi nujno slikali v isti element ¢. Kot
rezultat dobimo

A=[-2t+5-2t"1 2t—5+2t71].

Iz matrike takoj lahko preberemo elementarne ideale in vozelne polinome:
L] E[)(A) =0in Ao = 0,
o E1(A) = (2t =5t +2) in A} = 2t — 5t + 2,

e B (A)=2Zt,t 7 in Ay =1zak>1.

1

1 1 1 1 1

,v = ulyw = yrlyzy Tl w = vuo! = yalyzy” ca = yzy L,

, ¢ = zzx~!. Relaciji pa sta

izrazave so: u = yry~
1

Ty
b=alya = yz lyzy~

1 1

o s1: wb=ba oz. x lyxy te = 2z lyzy Lz,
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e sy: ch=wcoz. yz lyzy t =z lezah

Tako dobimo poenostavljeno predstavitev grupe vozla

1 1 1 1 1>'

=Xz X2

v =2"yzy 2 yz Yy

(z,y, 2|2 yay~

Pri odvajanju nam bo koristilo, da sta relaciji zapisani v taki obliki, da na vsaki strani enacaja
nastopata le 2 generatorja. To pomeni, da bo odvod po tretjem generatorju enak 0. Ce odvajamo

s1 po x, dobimo
~~ 651 e~ a —1 —1 8 —1 —1
oy (m«) =ay (ax(«%’ yry ) %(2 yzy " 2)
= &'f?((—xfl + a2 ly+ a:flyxyfl) -0)
=t 141 =—t"1 42

Vse ostale odvode izracunamo na zelo podoben nacin. Dobljena Alexandrova matrika je

g [2-t 0 =247 f0 00 =247
Tlt-2 —t+2 0 0 —t+2 0o |

Namesto z A bomo racunali z ekvivalentno matriko (zgoraj na desni), ki jo dobimo, ¢ée prvemu
stolpcu pristejemo drugega in tretjega. Imamo samo eno 2 x 2 podmatriko z nenicelno determi-
nanto — njena determinantna je (—t + 2)(—2 +t~!) = 2¢t — 5+ 2t~1. To pomeni, da je E;(A) =
(2t2 — 5t +2) in Ay = 2t? — 5t + 2, ¢e normaliziramo. Ce gledamo vse 1 x 1 podmatrike, dobimo
Ey(A) = (—t+2,-2+t"1) in Ag = ged(—t+2,-2+t"!) =ged(—t+2,-2t+1)=1. Za k > 2 pa
ocitno velja Ey(A) = Z[t,t71] in Ay = 1 po definiciji.

Ce povzamemo, smo do sedaj dokazali, da imata vozla enako zaporedje vozelnih polinomov.
Edina razlika v verigi elementarnih idealov pa se morda pojavi pri E2(A). Za prvi vozel velja
Ey(A) = Z[t,t7Y], pri drugem pa je Fa(A) = (=t + 2,2+t~ !). Pokazimo, da (—t+2,—2+¢"1) #
Z[t,t~1]. Prek predpisa t,t~! — —1 definirajmo homomorfizem ¢ : Z[t,t~'] — Z. Ker je v njegovi
sliki generator —1, je ¢ surjektiven. Kaj pa je slika ¢((—t + 2, —2 4+ t71))? Velja p(—t +2) = 3 in
o(—24t~1) = —3, torej so vsi elementi v sliki deljivi s 3. To pa pomeni, da o((—t+2, —2+t"1)) #
Z = o(Z[t,t71]) in zato res (—t + 2, -2+t~ 1) £ Z[t,t71].

7. Zahvala

Za nasvete in popravke pri pisanju ¢lanka se zahvaljujem izr. prof. dr. Sasu Strletu.
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