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V ¢lanku so predstavljeni razliéni pristopi k modeliranju cestnega prometa. Najprej so predstavljene empiri¢ne
ugotovitve glede prometa, nato pa so opisani kontinuitetni model, kineti¢ni model ter model, ki temelji na celi¢nih
avtomatih. Pri vsakem od njih je predstavljeno, do katere mere se ujemajo z realno prometno dinamiko.

MODELS OF VEHICULAR TRAFFIC

Different models of vehicular traffic are discussed. First, empirical data about vehicular traffic are presented,
followed by a presentation of the continuum model, kinetic model and the cellular automata model. Along with the
presentation of the models, comparison with the real-life vehicular traffic dynamics is made.

1. Uvod

Vse od zacetka Siroke uporabe osebnih vozil je znanstvenike in inzenirje zanimalo, kako nacrtovati
cestne povezave, da bodo karseda pretoé¢ne. Modeliranje cestnega prometa je izjemno kompleksen
problem, saj moramo poleg tehni¢nih omejitev upostevati tudi vedenje voznikov. Ze v petdesetih
letih prejSnjega stoletja so zaceli razvijati prve modele cestnega prometa, do danes pa so se razvili
do te mere, da so skoraj v popolnem ujemanju z meritvami. Predlagani so bili zelo razli¢ni pristopi,
nekateri manj, drugi bolj uspesni. V ¢lanku je predstavljenih nekaj pomembnejsih modelov, ki
predstavljajo mejnike v prometnem modeliranju.

2. Empiri¢ni podatki

Preden pri¢nemo z obravnavo modelov cestnega prometnega toka, je smiselno posvetiti nekaj ¢asa
interpretaciji empiri¢no pridobljenih podatkov, saj bomo le tako lahko vrednotili uspesnost modelov.

Podatke o prometnem toku lahko zbiramo na veliko razli¢nih na¢inov. Oglejmo si dva izmed
njih, in sicer snemanje odseka ceste s kamero (videodetekcija) ter meritve s senzorji, nameséenimi
v posameznih vozilih (npr. z GPS) [I]. Osredoto¢imo se predvsem na prvi naé¢in, saj omogoca
natanc¢nejsi in bolj nazoren popis stanja prometa v odvisnosti od casa, ker omogoca sledenje vsem
vozilom, ki v nekem ¢asovnem oknu preckajo nase merilno obmocje. Poleg tehni¢nih omejitev, torej
kako prepoznati posemezno vozilo in mu natan¢no slediti, veliko omejitev predstavlja le obmocje,
na katerem lahko meritve izvajamo. Pri fiksni lo¢ljivosti kamere za nadzor prometa lahko le v
doloceni razdalji od le-te Se lo¢imo med dvema voziloma. Tipic¢ne razdalje, ki jih lahko opazujemo
so reda velikosti 100 m [1]. Ta problem bi lahko resili s kombinacijo ve¢ zaporednih kamer, ki bi
usklajeno zbirale podatke. Metoda omogoca tudi doloc¢itev pasu, po katerem vozilo vozi na cesti, kar
s sledenjem posameznim vozilom seveda ni mogoce, saj satelitski podatki o legi niso dovolj natanéni.

Za nazoren prikaz stanja prometa v nekem ¢asovnem intervalu pogosto uporabljamo prostorsko-
casovne diagrame, na katere riSemo trajektorije posameznih vozil, ki jih pridobimo s spremljanjem
prometmega toka po prvi zgoraj opisani metodi. Primer takega diagrama prikazuje slika Gre
za podatke, pridobljene za en pas avtoceste brez uvozov in izvozov. Iz diagrama lahko razberemo
Stevilne lastnosti prometne dinamike, na primer hitrost posameznih vozil, ki je razvidna iz naklona
krivulj. Iz tega lahko sklepamo, da vodoravna krivulja prestavlja stojece vozilo. Opazimo lahko,
da se na sliki pri ¢asu 40 s zacne oblikovati zastoj, kar je razvidno v lokalno vodoravnih krivuljah.
Razberemo lahko, da se zastoj s ¢asom S§iri v nasprotni smeri gibanja prometa.
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Slika 1. Trajektorije vozil na odseku avtoceste [2]. V prvem kilometru je promet teko¢ in hitrosti so priblizno
konstantne, pozneje pa opazimo zastoje. Zastoj se s ¢asom premika v protitoéni smeri.

Definirajmo nekaj pojmov, ki nam bodo koristili pri opisovanju cestnega prometnega toka in
jih lahko pojasnimo z uporabo prostorsko-¢asovnega diagrama. Vodoravna razdalja med dvema
krivuljama je ¢asovna razdalja med sosednjima voziloma (¢as med preckanjem istega kraja), medtem
ko navpi¢no razdaljo definiramo kot krajevno razdaljo (razdalja med prednjima deloma zaporednih
vozil). Definirajmo prometni pretok j(z) kot:

i) = S 1)

torej Stevilo vozil AN, ki v ¢asovnem intervalu At preckajo neko merilno mesto. Na diagramu je to
Stevilo trajektorij, ki sekajo vodoravnico dolzine At pri nekem kraju z. Pomembna koli¢ina je tudi
gostota prometnega toka p(t), ki je definirana kot:

AN
p(t) = Ay (2)
kjer je AN stevilo vozil, Az pa krajevni interval, ki ga vozila zavzemajo ob nekem casu t. Na
diagramu je to Stevilo trajektorij, ki sekajo navpi¢nico dolzine Ax pri nekem casu t.

V prometnem inZenirstvu je kljuénega pomena tudi takoimenovani fundamentalni diagram. Gre
za graf, ki prikazuje povezavo med prometnim pretokom j(z) ter gostoto prometnega toka p(t) [3].
Primer takega empiri¢no pridobljenega diagrama je prikazan na sliki [2] (a).

Razvidno je, da pri majhnih gostotah prometa pretok z zasedenostjo linearno narascéa, kar je
seveda pri¢akovano. Temu rezimu pravimo faza prostega prometnega toka (ang. free flow phase)[3].
Pri vecjih gostotah avtomobili Ze vplivajo drug na drugega, saj si med seboj onemogocajo voznjo z
optimalno hitrostjo, zato prometni pretok nenadoma zac¢ne padati. Ocitno gre za zelo negotove in
kompleksne interakcije, saj so meritve nad obmocjem prostega prometnega toka precej raztresene.
Temu rezimu pravimo zgo$céena faza (ang. congested phase)[3]. Obstaja neka zasedenost, pri kateri
pride do nezveznosti pretoka. Ta je posledica obstoja metastabilnega stanja z visokim pretokom, ko
bi promet ze moral preiti v zgoséeni rezim, a Se vedno ostane v prostem. Opazimo tudi histerezo,
saj stanja z visokim pretokom lahko dosezemo le, ko iz nizke gostote prometa prehajamo na visjo.
1z zgoraj navedenih razlogov je modeliranje fundamentalnih diagramov Se posebej zapleteno, saj ne
ustrezajo nobeni analiti¢ni funkciji.

Oglejmo si Se eno pomembno vrsto diagramov, in sicer porazdelitev ¢asovne razdalje med vozili
glede na gostoto prometnega toka. Kot vidimo na sliki |3] se ¢asovna razdalja med vozili drasti¢no
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(a) Empiri¢no pridobljena relacija med prometnim (b) Fundamentalni diagram z ozna¢enimi rezimi pro-
pretokom j in zasedenostjo ceste [4] meta [5]

Slika 2. Fundamentalna diagrama.

spremeni s spremembo rezima ter gostote prometnega toka. Na zgornjem grafu vidimo, da se v
primeru prostega prometmega toka, to je nizke gostote, pojavita vrhova pri dveh razliénih ¢asovnih
razdaljah. Prvega, ki je pri manj kot sekundi ¢asovne razdalje, predstavljajo vozniki, ki ne uposte-
vajo pravil o varnostni razdalji in vozijo tik za vozili pred seboj, drugega pa vozniki, ki varnostno
razdaljo upostevajo. Srednji graf prikazuje sinhronizirano voznjo, kjer gre za zgoScen, a enakomerno
premikajo¢ se promet. Opazimo lahko le en izrazit vrh pri predpisani varnostni razdalji. Spodnji
diagram pa kaze na rezim, kjer se vsako vozilo zaradi zastoja ustavlja ter le postopoma nadaljuje
pot. Vidimo le en izrazit vrh, njegova visina pa je neodvisna od gostote prometnega toka, kar je

pricakovano.
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Slika 3. Porazdelitev ¢asovne razdalje med vozili za razlicne gostote prometnega toka. Predstavljeni so rezim prostega
prometnega toka (zgoraj), rezim sinhroniziranega prometnega toka (sredina) ter rezim, v katerem se morajo vozila
ustavljati in ponovno speljevati (spodaj) [3].

Splosna opazka je, da pri vecji gostoti prometnega toka manj voznikov vozi zelo blizu predho-
dnemu vozilu. To je razumljivo, saj voznik le v prostem rezimu (ter v manjsi meri v sinhnoniziranem
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rezimu) lahko predvidi, da vozilo pred njimi ne bo nenadoma zacelo zavirati, saj za to nima pravega
razloga (na primer zgostitve prometnega toka).

3. Modeli cestnega prometa

Iz razliénih razlogov se znanstveniki in inzenirji ze dolgo ¢asa trudijo ¢im bolje modelirati cestni
promet, kljub temu pa modela, ki bi podrobno opisal vse vidike prometa, do danes Se niso iznasli.
To tudi ni presenetljivo, saj gre za izjemno kompleksne sisteme z velikim Stevilom spremenljivk
(na primer vreme, letni ¢as, razpolozenje voznikov) in parametrov. Ceprav kompletnega modela e
nimamo, pa so do sedaj predlagani modeli uporabni, saj vsak po svoje dobro opisejo nekatere vidike
prometa.

Modele v grobem delimo v 3 skupine, in sicer na makroskopske, mezoskopske ter mikroskopske [6].
Makroskopski modeli zanemarijo individialno obnaSanje voznikov in se ukvarjajo s prometom kot
celoto, ki se odziva na zunanje dejavnike. Izhajajo vecinoma iz analogije med prometnim tokom ter
tokom tekocine. Kot bomo videli v razdelku [3]l za opis uporabljamo makroskopske spremenljivke,
recimo gostoto ter pretok.

Mezoskopski modeli v ra¢un vzamejo ve¢ podrobnosti, a Se vedno posameznih vozil ne opisujejo
lo¢eno. Namesto makroskopskih koli¢in, za opis uporabimo porazdelitve, kot je to v navadi pri
teoriji plinov in kot bomo videli v razdelku

Mikroskopski modeli pa se osredotoc¢ajo na opis sistema, sestavljenega iz majhnih gradnikov, ki
jih obravnavamo lo¢eno. Opisujemo torej interakcije med posameznimi vozili, Sele nato pa sklepamo

na makroskopske lastnosti sistema, ki jih s seboj prinesejo te interakcije. Ta pristop bomo ubrali v
razdelku B.B

3.1 Kontinuitetni opis

Najprej se posvetimo modeliranju cestnega prometnega toka z uporabo analogije s teko¢ino. Ukvar-
jali se bomo le z enodimenzionalno sliko, torej s cesto, po kateri se lahko promet giblje le v pozitivni
(desno) ali protitoéni (levo) smeri.

Vpeljimo koli¢ine, ki jih bomo uporabljali za opis prometnega toka v modelih [6]. Uporabili
bomo definicijo prometnega pretoka j(x) [enacba (1))], ki pove pri¢akovano Stevilo vozil, ki preckajo
merilno mesto v izbranem Casovnem intervalu. Gostota prometnega toka p(t) je, tako kot prej
[enacba (2)], pricakovano Stevilo vozil na krajevnem intervalu ob izbranem casu t¢. Definirajmo
Se hitrost prometnega toka, ki je direkten analog hitrosti toka tekocine, ki bi jo opisali z zgoraj
definiranima j(x) in p(t). Tako velja:

j(z,t)
t) = .
et = 220 Q
Prva enacba, ki jo lahko zapisemo, je kontinuitetna enacba [3]:
8/)(56,75) a] 117 t Jin Jout
ot Zaz — 1 Zﬁj CC]7 ) (4)

kjer ¢lena na desni strani opisujeta izvore oziroma ponore. Le-te predstavljajo uvozi na cesto ter
izvozi iz nje, ki se nahajajo pri x; oziroma z;, kjer indeksa teceta kot je zapisano v enacbi (4.
Faktorja a;(x — z;,t) in B;(z — x;,t) lahko zapiSemo kot produkt casovnega in krajevnega dela:

il — @i t) = aj (i — zi) oz Bi(w —wj,t) = Bj(t)dj(x — ), (5)

kjer krajevni del opisuje krajevno porazdelitev uvozov (izvozov), ¢asovni pa spreminjanje prome-
tnega toka po posameznem uvozu (izvozu) s ¢asom. Ta kontinuitetna enacba je doloGena s cestno
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ureditvijo (lokacije uvozov in izvozov), zato velja za vse makroskopske modele cestnega prometa.
Locijo se le v modeliranju hitrosti in prometnega pretoka [I].

Osnovni primer je cesta brez uvozov oziroma izvozov, pri kateri je desna stran kontinuitetne
enache enaka 0. Torej velja:

Op(x,t) n Jj(x,t)
ot Ox

Kot vidimo, sistema enacb @ in ne moremo resiti brez dodatne enacbe, saj imamo 3 neznanke

—0. (6)

in le 2 enacbi. Ena mozna predpostavka, ki se izkaze za razmeroma upraviceno, je sledeca:

J = Jj(p(z,t)). (7)

Predpostavljamo torej, da je prometni pretok j funkcija le gostote prometnega toka p(z,t), kar po
enacbi (3) implicira, da je tudi hitrost le funkcija p. 1z te zveze lahko razberemo, da sta tako hitrost
v = v kot tudi pretok 5 = j. vedno v lokalnem ravnovesju z gostoto. To pomeni, da popolnoma in
v trenutku sledita spremembam gostote. To predpostavko sta prva napravila Lighthill in Whitham
[7] ter neodvisno tudi Richards []], zato jo imenujemo kar LWR predpostavka. Te relacije s pomocjo
kontinuitetnega opisa ne moremo izpeljati in jo moramo pridobiti bodisi empiri¢no iz fundamental-
nega diagrama bodisi iz kaksnega mikroskopskega modela. Ob upostevanju te predpostavke dobimo
model, ki je opisan z le eno dinami¢no enacbo, to je s kontinuitetno enacho:

ot dp Oz ’ (8)

kjer smo pri odvajanju upostevali verizno pravilo. Enacbo lahko zapisemo tudi kot:

dp dve\ Op
8t+<ve+pdp>8x_0’ (9)

kjer smo upostevali, da je je(p) = pve(p). Enacba @D je nelinearna parcialna diferencialna enacba,
kar pripelje do zanimivih resitev. Pravimo ji tudi nelinearna valovna enacba ter opisuje Sirjenje
takoimenovanih kineticnih valov [1J.
Zelimo dobiti funkcijo p(x,t), ki opisuje porazdelitev gostote ob vsakem casu. Uporabimo na-
stavek za potujoci val:
p(x,t) = po(x — ¢t), (10)

kjer funkcija po(xz) = p(x,0) predstavlja zacetno porazdelitev gostote prometnega toka. Glede na
nastavek se le-ta nespremenjena giblje s hitrostjo ¢. Vstavimo nas nastavek v ena¢bo in dobimo

dje _
— apy(a — o) + dipp'o@ — ) =0, (11)

kjer z py(z — ét) oznac¢imo odvod gostote po njenem argumentu. Dobljeni izraz mora veljati ob
vsakem ¢asu ¢ in na vsakem kraju z. Po primerjavi faktorjev pred odvodom gostote py(z — ét) v
enacbi (11) vidimo, da mora veljati:

o(p) = e - ), (12)

Uporabimo pravilo za odvajanje produkta in koné¢no dobimo:
&(p) = je(p) = ve(p) + puc(p)- (13)

1z enacbe razberemo, da je hitrost potovanja gostotne motnje odvisna od naklona krivulje j(p),
ki jo dobimo s prilagajanjem empiri¢no pridobljenim podatkov v fundamentalnem diagramu (slika
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. Motnja se lahko torej 8iri v pozitivni smeri, ko je promet redek (faza prostega prometnega toka),
oziroma nazaj, ko je promet zgoscen (zgoscena faza).

Zanimivo je, da se relativno glede na vozila motnje vedno Sirijo v protitoc¢ni smeri. To hitro
izpeljemo, ¢e zapisemo relativno hitrost motnje glede na vozila kot

&r(p) = &(p) — ve = pe(p). (14)

Ker hitrost prometnega toka z vecanjem gostote pada, vedno velja v.(p) < 0, kar pomeni gibanje
motnje v protito¢ni smeri glede na vozila.

Enacba podaja hitrost motnje v odvisnosti od gostote prometnega toka. Visja gostota
pomeni manjso hitrost propagacije, velja pa tudi obratno, kot je razvidno iz slike [4]

v
C
z
=
i
» Density
A Propagation
velocity ¢

ey < Vehicle
IS X\ speed Ve
2 Ve

N~ » Density

Slika 4. Fundamentalni diagram (zgoraj), iz katerega lahko preberemo hitrost Sirjenja motnje ¢ = ¢, ki je naklon
tangente na diagram v izbrani tocki, ter hitrost gibanja prometnega toka v, ki je naklon sekante skozi izhodisce. Prikaz
hitrosti propagacije motnje v odvisnosti od gostote prometnega (spodaj). Pri majhnih gostotah je pozitivna, pri ve¢jih
pa negativna, vedno pa je manjsa od hitrosti vozil v [IJ.

Ce si torej predstavljamo neko zacetno porazdelitev gostote po kraju, bodo zaradi odvisnosti
hitrosti propagacije od gostote visji deli gostotnega vala zaceli zaostajati za nizjimi. Cez nekaj casa
naletimo na situacijo, v kateri je gradient gostote pred zgoS¢ino neskoncen. V tem trenutku se
ustvari udarni val, saj zgornje plasti ze toliko zaostanejo za spodnjimi, da dobimo ve¢ vrednosti za
gostoto na istem kraju, kar seveda ni fizikalno. Udarni val (oz. udarno fronto) predstavlja navpicna
¢rta na grafu odvisnosti gostote od kraja (slika. Za voznike povecevanje gradienta gostote pomeni
vedno hitrejSe zgoScevanje prometa, torej mocnejse zaviranje pred zgos¢ino. Za prometno zgoscino
pa vozila pospesujejo vedno pocasneje, saj se tam gradient zmanjSuje s ¢asom. Na mestu udarnega
vala pride do nezveznega prehoda med fazo prostega prometnega toka in fazo zgoSéenega prometnega
toka, kar je ekvivalent neskoncéno hitremu zaviranju.

Tu LWR model odpove, saj ne opisuje realnega dogajanja v prometu. Vseeno pa odli¢no popise
propagacijo zgos¢in kot celote ter s tem pravilno napove, kje se bosta ob nekem casu nahajala
zacetek ter konec zgoscine. Zacetek le-te je na mestu udarnega vala, zato se posvetimo Studiju
hitrosti propagacije tega fenomena.

Obravnavajmo nezvezen prehod med obema fazama prometnega toka [I]. Ta naj se pojavi pri
& = Z12, ki se nahaja med mestoma z = 0 in z = L. Ce vzamemo dovolj kratek odsek ceste, torej
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Slika 5. Prikaz tvorbe udarnih valov [9].

¢e je L dovolj majhen, lahko upravic¢eno trdimo, da sta gostoti na obeh straneh prehoda (p; ter p2)
konstantni, prav tako pa sta konstantna tudi prometna tokova j; in jo, ki te¢eta v oziroma iz odseka
ceste. Da se Stevilo vozil na odseku ohranja, mora veljati:

dN
= 15
dt J1—J2 (15)
kjer je N stevilo vozil. Hkrati pa velja tudi:
N = pP1T12 + p(L — 3712). (16)

Izra¢unajmo ¢asovni odvod enacbe ([16) in dobimo

dN

- _ 1
% (p1 — p2)ci2, (17)

kjer smo s cj9 = dw12/dt oznaéili hitrost premikanja udarne fronte. Izena¢imo oba izraza in dobimo

C12 = 5 (18)

kjer velja jo = je(p(2)) ter j1 = je(p(1)), torej sta tokova enaka ravnovesnima tokovoma pri ustreznih
gostotah. Tako smo izpeljali hitrost propagacije prehoda med fazama prometnega toka, ki velja v
vseh makroskopskih modelih, saj nismo uporabili nobene predpostavke o zvezi med gostoto in tokom.

Podobno kot smo to lahko storili za hitrosti Sirjenja motnje ¢ ter hitrost prometnega toka v, lahko
na fundamentalnem diagramu (slika [4)) preberemo tudi hitrost Sirjenja udarnega vala. Izberemo dve
tocki na krivulji, ki se nahajata v razlicnih fazah (ena levo, druga pa desno od prehoda) ter ju
povezemo. Naklon te daljice nam pove hitrost propagacije udarnega vala, kar je ocitno iz enacbe

(18).

3.2 Kineti¢na teorija

Promet si lahko predstavljamo tudi kot plin, pri ¢emer je vsako vozilo ekvivalent ene molekule
plina. To sta najprej predlagala Prigogine ter Herman [10]. Gre za mezoskopsko teorijo, saj vse-
buje tako elemente mikroskopskih kot tudi makroskopskih modelov. Obstaja precej poskusov opisa
prometnega toka kot ekvivalenta plinu, mi pa se posvetimo le nekaj najbolj osnovnim.

Da bomo lazje vlekli vzporednice s plinom, si oglejmo Boltzmannovo transportno enacbo [3]:

of of

- + — -V, +F.V r,p;t 19
8t " p:|f( P ) <6t>coll ( )
kjer f(r,p;t) predstavlja verjetnostno porazdelitev molekul plina po kraju ter gibalnih koli¢inah,
gradienta V, in V, pomenita gradient po r oziroma p, F predstavlja zunanjo silo na molekule,
desna stran enacbe pa opisuje trke med molekulami. Integral porazdelitve f po krajevnem obmocju
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ter obmocju gibalnih koli¢in nam pove Stevilo molekul, ki se nahajajo na tem krajevnem intervalu
in imajo gibalno koli¢ino v obmocju integracije.

Podobno lahko storimo tudi za promet in vpeljemo porazdelitev f(x,v;t), ki po integraciji od
x1 do x9 ter od v do vy opisuje Stevilo vozil, ki imajo hitrost v mejah integracije in se nahajajo na
krajevnem obmocju med x; in 5. Sledimo izpeljavi, ki jo je napravil Prigogine [10] in vpeljimo Zeleno
porazdelitev fo(x,v), k kateri naj bi vozniki kolektivno stremeli. Kljub morebitnemu za¢asnemu
odstopanju od porazdelitve fy zaradi zunanjih vplivov, na primer zaradi vremenskih razmer, naj
bi se s ¢asom promet priblizeval k zeleni porazdelitvi. To se seveda zgodi le v primeru, ko vozila s
svojo voznjo na druga vozila ne vplivajo. Enacba, ki je ekvivalent Boltzmannovi, se v tem modelu

af ~of [(0of of
oo =(ar) +(5),0 20)

kjer prvi ¢len na desni obravnava relaksacijo porazdelitve od trenutne k fy(x,v) v odsotnosti interak-

glasi:

cij, drugi pa interakcije med vozili. Pri primerjavi z ena¢bho lahko opazimo, da ¢len (9 f/0t)con
ustreza drugemu ¢lenu na desni strani enacbe . Clen (Of /Ot)rer v enacbi pa ustreza ¢lenu
F -V, f(r,p;t) iz enacbe , ki opisuje vpliv zunanjih sil na molekule.

V ¢lanku [10] je predpostavljena preprosta eksplicitno obliko ¢lena (0 f/0t)int, in sicer:

of _ f—Jo
ot T

(21)

To obliko ¢lena so izbrali, ker gre za enostavno relaksacijo, ki se pogosto pojavlja v statistic¢ni fiziki.
Eden od razlogov za to predpostavko je tudi ta, da vsebuje le en relaksacijski ¢as 7, ki je enak za
vsa vozila, torej je neodvisen od njihove hitrosti, kar napravi resitev Se posebej enostavno. To v
realnosti ni res, saj je intuitivno jasno, da se bodo bodo vozila z razlicnimi hitrostmi razli¢no hitro
priblizevala zeleni hitrosti. Nadalje so predpostavili tudi, da je Zelena porazdelitev hitrosti Fo(v)
neodvisna od lokalne gostote p(x,t). Torej velja:

f0($7v;t) :p($,t)F0(U), (22)

kjer z Fy(v) oznacimo verjetnostno porazdelitev hitrosti, ki jo vozniki kolektivno zelijo doseci. S
tema predpostavkama lahko torej prepisemo enacbo kot:
of  of _ f- P($7t)Fo(v)+<af>
int

ot Tl T ; ot

(23)

Ce zanemarimo drugi ¢len na desni, ki opisuje interakcije med vozili, dobimo eksponentno relaksacijo
porazdelitve k zeleni porazdelitvi fo(v,t).

Resitve, ki jih dobimo s tem modelom, v veliki meri slonijo na izbiri ustrezne zelene porazdelitve,
ki pa je seveda ne znamo uganiti, saj ne znamo opisati ¢loveskega vedenja. Avtorji ¢lanka [I0] so
numeric¢no izra¢unali reSitve za nekaj zelenih porazdelitev hitrosti, iz katerih lahko nato dobimo ko-
li¢ine, s katerimi opisujemo prometni tok. Eden od rezultatov so na primer fundamentalni diagrami,
torej grafi odvisnosti prometnega pretoka of gostote prometnega toka. Oglejmo si eno od zelenih
porazdelitev, za katero so pridobili rezultat:

fo= Mexp( - ) (24)

V enacbi pp predstavlja mejno gostoto prometnega toka, pri kateri se avtomobili ne morejo veé¢
prehitevati, vg pa je kar povprecna hitrost, ki jo zelijo doseci vozniki. 7 je normalizirana gostota
prometnega toka 1 = p/p,. Rezultat, ki je bil pridobljen numeri¢no, je prikazan na sliki @
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©° = 100 fi/sec

glcy, ftisec

n

Slika 6. Fundamentalni diagram, pridobljen numeri¢no s kineti¢no teorijo in nastavkom (24) za fo za razliéne zelene
povpreéne hitrosti vg pri parametru c¢,7 = 0,1 s/ft. Na osi y je naneSen normaliziran tok j/pp, na os x pa normalizirana
gostota prometnega toka n = p/p, [10].

Primerjava diagrama na sliki [6] z empiri¢no pridobljenim fundamentalnim diagramom [2] nam
pokaze, da se osnovna oblika diagrama ujema z meritvami. Vseeno pa je bil ta pristop k modeliranju
prometa delezen kritik na racun neupostevanja moznosti, da se vsako vozilo drugace priblizuje zZeleni
hitrosti [3]. Pristop je nadgradil Paveri-Fontana [I1], ki je predpostavil, da ima vsako vozilo svojo
hitrost, h kateri s ¢asom relaksira, ¢e vmes ne pride do interakcij z drugimi vozili. To sloni na seriji
idealnih eksperimentov (izra¢unov), ki so pokazali, da model, ki ga je predlagal Prigogine s sodelavci
[10] ne opise nekaterih vidikov realnega prometa.

Paveri-Fontana je uvedel novo porazdelitev g(z, v, t; vg), za katero velja, da je g(x,v,t;v9) dz dv
dwvg pricakovano stevilo vozil ob ¢asu t v okolici med x in x+dz, ki imajo hitrost med v in v 4+ dv
in zeleno hitrost med vg in vg + dvg. Tako lahko z integracijo po pri¢akovanih hitrostih dobimo:

F(,vt) = /O " dvog(a, v, i vo), (25)

kar je ravno porazdelitev f, s katero smo imeli opravka v prejsnjem poglavju. Podobno z integracijo
po hitrosti vozil v dobimo porazdelitev zZelenih hitrosti fo(x,vo,t).

Izpeljimo sedaj izboljsano razlicico ekvivalenta Boltzmannovi enacbi, kot je to storjeno v [11].
Boltzmannova enacha je:

0 0 0 _(0g
ag + v%g + %[a(vv v0)g] = <8t>int’ (26)

kjer je a(v,vg) pospesek vozila, ki ima hitrost v in zeleno hitrost vg. Pospesek vozila lahko zapisemo

kot q
do_mo @)

t T

kjer smo s 7 oznagcili relaksacijski ¢as. Pri tem napravimo predpostavko, da se vsako vozilo k svoji

Zeleni hitrosti priblizuje eksponentno s ¢asom. Izrazimo Se desno stran enacbe , torej clen, ki
opisuje interakcijo med vozili. Da bomo to lahko storili, moramo napraviti nekaj predpostavk, ki so
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enake kot pri modelu, ki ga je razvil Prigonine Obravnavajmo situacijo, v kateri hitrejsi avto, ki
se pribliza pocasnejSemu, lahko bodisi upocasni bodisi ga prehiti. Predpostavke so naslednje [11]:

1. Verjetnost, da pride do prehitevanja med voziloma, je P in pri tem se hitrost vozilu ne spremeni.
2. Hitrost pocCasnejSega vozila ostaja nespremenjena ne glede na interakcijo s hitrejsim vozilom.
3. Dolzini vozil sta zanemarljivi.

4. Hitrejse vozilo upocasni tako hitro, da lahko privzamemo, da je trajanje zaviranja zanemarljivo.
5. Upostevamo le interakcijo med dvema voziloma; vse ostale zanemarimo.

6. Dogajanje v prometu je kaoti¢no, torej lahko dvodel¢no porazdelitev hitrosti zapiSemo priblizno
kot produkt dveh enodelénih. Velja ga(z, v, v, ', v, v); t) = g(x,v,vo;t)g(z, V', vp).

7 zgornjimi predpostavkami lahko zapisemo izboljsano Boltzmannovo enacbo kot:

g_i_ E ( t: )—1—2 UO_U( t: )
ot Ual‘ g\x,v,1;vo v - g\z,v,t; v

= f(z,v,t) /00 dv'(1 — P)(v' —v)g(x, v, t;v0)
(vt ) / Av'(1 = P)(v— ) f(z,0,1), (28)
0

kjer je f(z,v,t) porazdelitev, dobljena kot v enacbi . Prvi ¢len na desni opisuje povecanje
verjetnosti g(z,v, vo; t) zaradi interakcije vozila s hitrostjo v' s poc¢asnejsim vozilom s hitrostjo v, ki
je pred njim. Drugi ¢len pa opisuje izgubo verjetnosti g(x, v, vo; t) zaradi interakcije vozil s hitrostjo
v s §e pocasnejsimi vozili, ki imajo hitrost v’ [3]. Desna stran enacbe je enaka kot bi bil ¢len,
ki opisuje interakcije med vozili v enacbi .

Ocitne izboljsave modela bi lahko bile mogoce tako, da bi upostevali dimenzijo vozil, njihovo
raznovrstnost ter koncen c¢as zaviranja. Prav tako bi morali v realni situaciji obravnavati vsaj
dvopasovno cesto, da bi bilo prehitevanje sploh fizicno mogoce. V tem primeru dobimo sklopljen
sistem Boltzmannovih enacb za vsakega izmed pasov, kar reSevanje mocno zaplete.

Oglejmo si se, kako bi iz tega mezoskopskega modela izpeljali makroskopske enacbe. Zanimivo
bi bilo dobiti recimo kontinuitetno enac¢bo, a se moramo zavedati, da bo rezultat veljal le za nizke
gostote prometnega toka, saj smo predpostavili kaoti¢no obnaganje vozil, torej zanemarljivo medse-
bojno interakcijo.

Definirajmo momente [3]:

my(z;t) = /dv/dvovkvég(m,v,vo;t), (29)

kjer sta k in [ indeksa, ki povesta za katero koli¢cino gre. Tako na primer velja p = mgo ter
(v) = my 0. Da dobimo kontinuitetno enacbo, integriramo izraz (28) po hitrostih v in dobimo

%fo(%vo;t) + %[ﬁ(x,vo;t)fo(ﬂf,vo;t)], (30)

kjer je v definiran kot
vg(z,v,vy;t)dv
o(x,vo5t) = Jeg( s ) ,
fo(l’,?}o,t)

kar ni ni¢ presenetljivega. Enacba je kontinuitetna enacba za vsako Zeleno hitrost vy posebe;j.

(31)
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Enacbi ter tvorita sistem enacb za razlitne momente v in vy (ko uporabimo razlicne
koeficiente k in [). Tako bi lahko izracunali gostoto prometnega toka, povprecno hitrost in podobne
zanimive koli¢ine. Vseeno pa sistem enacb ni zadosten, saj pripelje do hierarhije ena¢b za moment,
pri cemer vsaka vsebuje Se moment viSjega reda. Zato moramo dolocene rec¢i predpostaviti, da lahko
pridemo do Zelene resitve [3].

3.3 Metoda celiénih avtomatov (CA)

Posvetimo se Se eni od najbolj razsirjenih, hkrati pa tudi najenostavnejsih, metod, to je metodi
celicnih avtomatov (ang. cellular automata). Gre za mikroskopski model, pri katerem sta kra-
jevnevna in casovna koordinata po definiciji diskretna, kar daje modelu prednost pri numeri¢nem
racunanju, ki to vedno zahteva. Pri tem ni potrebno povecevati krajevne in ¢asovne diskretizacije,
kar je bistveno pri optimizaciji ¢asovne zahtevnosti [12].

Eden od modelov, ki uporabljajo ta pristop, je Nagel-Schreckenbergov model (NaSch model) [13].
Cesto razdelimo na enako velike celice, ki so lahko bodisi prazne bodisi polne in so reda velikosti
dolzine vozil (slika [7]); v tem modelu so dolge 7.5 m.

1 0 1 2

oo = O

7.5 meter

Slika 7. Shema Nagel-Schreckenbergovega modela. Stevila v celicah prikazujejo hitrosti vozil v njih. Povzeto po [12).

V tem modelu vsako vozilo, ki mu priredimo zaporedno naravno stevilo n (n € [1, N]), opiSemo
z njegovo hitrostjo v,, ki lahko zavzame le diskretne cele vrednosti (v € [0, Vmaz]), kKjer je vmax
omejitev hitrosti. Krajevno koordinato n-tega vozila ozna¢imo z z, (zaporedna stevilka celice),
dp = Tpy1 — Ty + 1 pa je krajevna razdalja med voziloma n ter n + 1 (tevilo praznih celic). Cas
prav tako tec¢e po korakih in v vsakem od njih se posamezno vozilo vede v skladu s slede¢imi koraki
[13]:

1. Pospesevanje. Ce je vp < Umaz, se hitrost v, poveca za 1 enoto.

2. Zaviranje. Ce vozilo na mestu x, vidi naslednje vozilo na mestu z,4,, in je v, > m, zmanjsa
svojo hitrost na m — 1. Tako se izogne tréenju.

3. Nakljucno zaviranje. Z verjetnostjo p se hitrost vsakega vozila zmanjsa za 1 enoto, ¢e hitrost ni
enaka 0.

4. Premik vozil. Vsako vozilo se premakne z novo doloceno hitrostjo vy, izra¢unano po zgornjih
korakih. Tako se vozilo iz mesta z,, premakne na mesto x, + vy.

Zgornja pravila so potrebna, da simulacije dajo smiselne rezultate. Kot je izpostavljeno v ¢lanku
[12], se ob odstranitvi 3. koraka nikoli ne ustvarijo spontane zgostitve prometnega toka, kar ni v
skladu z empiri¢nimi rezultati. To je pricakovano, saj s tem odstranimo vso naklju¢nost iz modela.
Tudi vrstni red izvajanja korakov je kljucen, saj lahko v primeru menjave le-tega pride recimo do
trkov med vozili (menjava 2. in 1. koraka).

Za pridobitev uporabnih rezultatov se simulacije dela ra¢unalnisko. S tem lahko dosezemo, da
so obvladljivi tudi veliki sistemi, na katerih napravimo veliko Stevilo ¢asovnih korakov. Tipi¢ni
rezultati simulacije (slika [8) so zelo podobni realni situaciji (sliki [I] ter [2). Zgostitve prometnega
toka se tudi v tem primeru s ¢asom premikajo v protitoéni smeri. Pri primerjavi fundamentalnega
diagrama, ki ga da NaSch model (slika [§), z izmerjenim diagramom (slika [2] (b)), lahko opazimo,
da se v modelu nikoli ne pojavijo metastabilna stanja z visokim pretokom, ki obstajajo v realnosti.
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Simulation
T T T T T T T

(a)f

Time

flow [cars per time step]

0 1 | L L 1 I i

0 2 4 8 8
density [cars per site]
(a) Tipicni diagram, pridobljen s pomo¢jo NaSch mo- (b) Fundamentalni diagram, pridobljen z Monte Carlo
dela [12]. simulacijo [13]. Tocke prikazujejo povpreéje po 100

¢asovnih korakih, érta pa povpregje po 10° korakih.

Slika 8. Prostorsko - ¢asovni diagram ter fundamentalni diagram pri NaSch modelu.

To je motivacija za nadaljnje izboljSave modela. Eno izboljSavo, ki v ra¢un vzame tudi razvejevanje
stanj, je predlagal Barlovic s sodelavci [14]. Gre za takoimenovan VDR model (ang. wvelocity-
dependent-randomization), kjer je verjetnost za prekomerno zaviranje p iz koraka 3. v (3.3 odvisna
od hitrosti, torej p = p(v,(t)). Kljuéno je, da to verjetnost dolo¢imo, $e preden se lotimo korakov.
Mislimo si lahko, da smo dodali nov, ni¢ti korak.

Metastabilna stanja, ki jih opazimo v realnem prometu, se pojavijo pri uporabi takoimenovanih
slow-to-start (s2s) pravil, kjer je odvisnost verjetnosti od hitrosti:

plv) = {po’ v=0 (32)

p, v>0,

kjer je pg > p. To pomeni, da vozila, ki so v prejSnjem koraku mirovala, z ve¢jo verjetnostjo zavirajo
v 3. koraku. Torej se stojeca vozila zactnejo premikati pocasi - odtod izvira ime tega pravila.

Z uporabo novega koraka dobimo nekoliko drugacna fundamentalni diagram ter prostorsko-
¢asovni diagram (slika [9).

Kot vidimo na sliki [J] (a), pride do popolne lo¢itve na dve fazi, na fazo zgoscenega (stojecega)
ter na fazo prostega toka. Za razliko od NaSch modela (slika [§] (a)), se ustvari veliko obmocje z
zgostitvijo namesto ve¢ gostotnih valov. Fundamentalni diagram (Slika@ (b)) pa lepo pokaze razliko
med obema modeloma, saj v okolici relativne gostote p ~ 0.1 dobimo dve mogoc¢i vrednosti za
pretok, kar pomeni obstoj realnih metastabilnih stanj z visokim pretokom. Katero stanje dobimo,
je odvisno od zacetnih pogojev oziroma od tega, iz katere strani gostote s priblizujemo gostoti
p ~ 0.1. Opazimo histerezo, saj se v primeru hitrega (adiabatnega) zgoStevanja pojavijo stanja z
visokim pretokom (zgornja krivulja), medtem ko v primeru zmanjSevanja gostote tega pojava ne
opazimo (spodnja krivulja).

Ceprav simulacije, v katerih uporabljamo do sedaj predstavljena pravila, dajo dobre rezultate,
Se vedno niso v popolnem ujemanju z empiri¢no pridobljenimi podatki. Nobeden od zgoraj opisanih
modelov ne uposteva dejstva, da zmorejo vozniki predvideti hitrost vozil pred seboj in se s tem
izogniti nenadnemu zaviranju, ki lahko ustvari gneco. Poleg tega vozila v realnosti ne pospesijo
nujno, ¢e se pred njimi pojavi prazen prostor, saj je lahko za tem zgoscen promet, ki se giblje z
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(b) 0.8 T T T T
£ e, hom ——
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(a) Tipi¢ni diagram, pridobljen s pomo¢jo VDR po- (b) Primerjava fundamentalnih diagramov za VDR in
pravka. Parametri: po = 0.75, p = 1/64, dolzina NaSch model. Parametri so p = 1/64 ter p = 0.75 [14]
mreze L = 10000, vmaz = 5, zaCetni pogoji pa so

enkrat homogen prometni tok (hom), drugi¢ pa po-

polnoma zgos¢en promet (jam). [14]

Slika 9. Prostorsko - ¢asovni diagram ter fundamentalni diagrami (VDR model).

manjso hitrostjo. Prav tako ni upostevano, da ponavadi vozniki ne ¢akajo do zadnjega trenutka,
preden zacnejo zavirati. Zaviranje tik pred trkom je eden od vzrokov za tvorbo gne¢, ki pa v realnosti
ni pogost. Zgornje opazke so upostevane v nekaterih izboljsavah modelov, ki so sposobne opisati
tako popolne gnece in prost prometni tok kot tudi sinhroniziran prometni tok, ki ga opazimo pri
meritvah [12]. Podrobneje se s temi modeli ne bomo ukvarjali.

7 dodatnimi pogoji, ki opisujejo obnaSanje posameznih vozil v odvisnosti od okolice, modeli na
osnovi celi¢nih avtomatov pridejo izjemno blizu realnemu dogajanju v prometu. Zaradi tega se v
kombinaciji z merilniki uporabljajo za napovedovanje zastojev v realnem ¢asu [16]. Napovedovanje
deluje tako, da je s pomoc¢jo modela napravljena interpolacija meritev, ki seveda niso narejene na
celotnem odseku, ki nas zanima. To je posebej uporabno, saj tako ni potrebno ceste posejati z
mnogo merilniki, da dobimo dobro napoved prometnih razmer.

4. Zakljucek

V élanku smo predstavili nekaj razliénih pristopov k modeliranju cestnega prometnega toka. Ce
zelimo dinamiko opisati natan¢no, hitro naletimo na kompleksne probleme, ki zahtevajo reSevanje
sistemov diferencialnih enac¢b, ali pa veliko racunsko zmogljivost. V prihodnosti bo modeliranje
cestnega prometnega toka gotovo ostalo zelo pomembno, saj ni¢ ne kaze, da bi se obseg uporabe
cestnih vozil zmanjsal. Poleg tega mesta hitro rastejo in potrebujejo premisljeno prometno ureditev,
za dosego katere je modeliranje cestnega prometnega toka kljuéno. Cetudi bodo vozila kmalu
avtonomna in povezana med sabo, to ne bo zmanjSalo potrebe po novih raziskavah na podroc¢ju

prometnega nacrtovanja.
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