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V tem delu sta predstavljena pojem unimodalne dekompozicije in z njim povezano Stevilo, imenovano unimodalna
kategorija. Predstavljen je tudi algoritem za izracun tega Stevila v primeru zvezne realne funkcije s kompaktnim
nosilcem in sliko v [0, o).

UNIMODAL CATEGORY AND TOPOLOGICAL STATISTICS

In this article the notion of unimodal decomposition and with it related number, called unimodal category, is
presented. An algorithm for the calculation of this number for a continuous real function with compact support and
image in [0, 00) is also presented.

1. Uvod

V tem ¢lanku je predstavljeno delo Yuliyja Baryshnikovega in Roberta Ghrista, objavljeno v ¢lanku
[1] z naslovom Unimodal Category and Topological Statistics. To je osrednje delo, na katerem
temelji ta ¢lanek.

Clanek obravnava problem iskanja najmanjse unimodalne dekompozicije zvezne funkcije s kom-
paktnim nosilcem, ki slika v [0, 00), na topoloskem prostoru. Unimodalna dekompozicija pri neki
normi je razcep te funkcije na unimodalne funkcije, katerih vektor ima pri tej normi enako vrednost
kot prvotna funkcija v vsaki tocki prostora. Unimodalna funkcija je taka zvezna funkcija u s kom-
paktnim nosilcem in sliko v [0, 00), za katero obstaja neki M € [0,00), da je mnozica u~!([c, 00))
za ¢ € (0, M| kontraktibilna, za ¢ > M pa je prazna.

V osrednjem ¢lanku je predstavljen algoritem za izra¢un unimodalne kategorije zvezne funkcije
f:R —[0,00) s kompaktnim nosilcem in napotki za izracun unimodalne kategorije zvezne funkcije
g : R? — [0,00) s kompaktnim nosilcem. Na koncu élanka avtorja predstavita e domnevo, ki naj
bi veljala za vsako zvezno funkcijo f : X — [0,00) s kompaktnim nosilcem, kjer je X poljuben
topoloski prostor. Izkaze pa se, da je ta domneva napacna.

V tem clanku je najprej predstavljenih nekaj osnovnih topoloskih definicij, ki so potrebne za
razumevanje definicije unimodalnosti. Nato so predstavljene definicije in trditve, ki zadevajo uni-
modalno kategorijo in njen izracun za zvezne funkcije s kompaktnim nosilcem na splosnem topolo-
skem prostoru. Sledi obravnava unimodalne kategorije za dano zvezno funkcijo f : R — [0,00) s
kompaktnim nosilcem in algoritma za izra¢un unimodalne kategorije za primere Holderjevih p-norm.

Podrocje topoloske analize podatkov, katerega del je topoloska statistika, je zelo mlado podrocje
matematike. Primera uporabe topoloske analize podatkov sta rudarjenje podatkov in ra¢unalniski
vid. Avtorja ¢lanka [1] uporabo unimodalne kategorije vidita predvsem pri obravnavi statisti¢nih
modelov. Zainteresiranemu bralcu je priporocen Se ogled [3], kjer je delno resen primer iskanja
unimodalne kategorije zveznih funkcij s kompaktnim nosilcem na R?. Avtorja osrednjega ¢lanka sta
predstavila uporabo unimodalne kategorije v [2].

2. Homotopija in kontraktibilnost

Za razumevanje nadaljnje razprave moramo najprej razumeti topoloske pojme, ki so predstavljeni
v tem razdelku.
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Definicija 1. Naj bosta f,g: X — Y zvezni preslikavi med topoloskima prostoroma. Homotopija
H: X x[0,1] =Y od f do g je zvezna preslikava, za katero velja

1. H(x,0) = f(z), za vsak x € X,
2. H(z,1) = g(x), za vsak z € X.
Preslikavi f,g: X — Y sta homotopni, ¢e med njima obstaja homotopija. PiSemo f ~ g.

Pri definiciji unimodalnosti bomo potrebovali definicijo kontraktibilnosti.

Definicija 2. Za topoloski prostor X recemo, da je kontraktibilen, ¢e obstaja kaksna konstantna
preslikava, ki je homotopna identiteti prostora X.

Za podprostor A C X, ki ima vlozitev i : A — X, reemo, da je kontraktibilen v X, e je i
homotopna konstantni preslikavi.

V nadaljevanju pa je treba vedeti Se, da so intervali kontraktibilni.

Trditev 1. Za poljubna a,b € R,a < b je interval (a,b) C R kontraktibilen.

Dokaz: Vzamemo preslikavo H : (a,b) x I — (a,b), definirano z ena¢bo

b
H(z,t) =2+ <a—21- —m) t.
Preslikava H(z,t) je o¢itno zvezna, velja pa tudi H(z,0) =z in H(z,1) = (a + b)/2. O

Podobno bi lahko dokazali, da so kontraktibilni tudi polodprti in zaprti intervali.
Da bomo hitreje opazili, kateri prostori niso kontraktibilni, si oglejmo naslednjo trditev.

Trditev 2. Vsak kontraktibilen prostor X je s potmi povezan.

Dokaz: Vzemimo poljubna z,y € X. Najti moramo pot med njima. IS¢emo torej zvezno preslikavo
I':[0,1] — X, za katero veljaI'(0) = z,T'(1) = y, za dana z,y € X. Ker je prostor X kontraktibilen,
po definiciji obstaja neka preslikava H : X x [0,1] — X, da velja H(z,0) = z, H(z,1) = ¢, za vsak
z € X, kjer je ¢ € X neka konstanta. Preslikava t — H(x,t) je tako pot med z in ¢, podobno pa je
tudi t — H(y,t) pot med y in ¢. Ti dve poti sklopimo, to je zdruzimo na naslednji nacin

[ H(z,2t) ,eet <
F(t)_{H(y,1—2(t—§)) ,Cet >

D=0 [ —=

Dobili smo pot med z in y. (]
V nadaljevanju nam bo prav prisla naslednja trditev.

Trditev 3. Naj bosta X,Y homeomorfna topoloska prostora. Ce je X kontraktibilen, je kontrakti-
bilen tudi Y.

Dokaz: Ker je X kontraktibilen, imamo homotopijo H : X x [0,1] — X od idx : z — z do
f:x— ¢, kjer je ¢ € X neka konstanta. Imamo nek homeomorfizem h : X — Y. Definirajmo sedaj
preslikavo G : Y x [0, 1] — Y na naslednji na¢in

Gy, t) = ho H(h™(y),1).

Zaradi zveznosti h, h~! in H je tudi G zvezna preslikava, saj je definirana kot kompozitum zveznih
preslikav. Velja tudi G(y,0) = ho H(h™!(y),0) = h(h~1(y)) =y, in G(y,1) = ho H(h™1(y),1) =
h(c). Preslikava G je tako homotopija med idy in h(c). O

2 Matrika 4 (2017) 2



Unimodalna kategorija in topoloska statistika

3. Unimodalna kategorija

V tem poglavju bomo spoznali pojem unimodalne kategorije. To je Stevilo in ne kategorija v
algebrai¢nem smislu. Zacnimo najprej z omembo dveh, unimodalni kategoriji sorodnih, pojmov.

Definicija 3. Naj bo X topoloski prostor.

o Lyusternik-Schnirelmannova kategorija prostora X je najmanjse Stevilo odprtih, v X kontrak-
tibilnih mnozic, s katerimi lahko pokrijemo X. To stevilo ozna¢imo LScat(X).

o Geometrijska kategorija X je najmanjSe Stevilo odprtih, v sebi kontraktibilnih mnozic, ki po-
krijejo X. Ozna¢imo ga z gcat(X).

Z oznako D(X) ozna¢imo mnozico zveznih funkcij s kompaktnim nosilcem v X, ki slikajo v
[0,00). S supp(f) oznac¢imo nosilec funkcije f € D(X). Za funkcijo u € D(X) pa z u® oznacimo
mnozico u® = u 1 ([c, 00)).

Definicija 4. Za funkcijo u € D(X) pravimo, da je unimodalna, ¢e obstaja tak M € [0,00), da je
mnozica u¢ kontraktibilna za vsak ¢ € (0, M], za ¢ > M pa je u® = ().

Primer funkcije v € D(R), ki ni unimodalna, je prikazan na spodnji sliki.

Slika 1. Graf funkcije, ki ni unimodalna.

Na zgornji sliki vidimo graf funkcije f(z) = —(z—2)(z+2)(22+0.5)((x—1)2+4.43), X = [-2,2],
ki ni unimodalna. Ce bi bila ta funkcija unimodalna, bi obstajal tak M, da bi veljalo, da je mnozica
f¢=10za vsak ¢ > M in f¢ kontraktibilna za vsak ¢ € (0, M]. Iz prvega pogoja sledi, da mora biti
M vegji ali enak globalnemu maksimumu funkcije na intervalu [—2,2]. Iz slike pa je razvidno, da
drugi pogoj ne bi bil izpolnjen, saj obstaja nek tak ¢, da je f¢ enak uniji dveh disjunktnih intervalov,
torej mnozici, ki ni s potmi povezana, in zato ni kontraktibilna.

Trditev 4. Naj bo dana funkcija u € D(R), ki v xps doseze globalni maksimum M. Funkcija u je
unimodalna natanko tedaj, ko je u na (—oo,xpr) naraséajoca, na (xpr, 00) pa padajoca.

Dokaz: Implikacijo z leve proti desni dokazimo s kontrapozicijo. Naj bo u(z1) > u(z2),r1 < x2 <
xpr. V primeru, da obstajata x4 > x3 > )7, da velja u(zg) < u(xy), dokazujemo podobno.
Dokazujemo torej, da ne obstaja tak N € [0,00), da velja u® = () za ¢ > N, za ¢ < N pa je
u® kontraktibilna mnozica. Ce N vzamemo z intervala [u(z1),00), potem izberemo ¢ = (u(zy) +
u(x2))/2, saj je ¢ < u(x1) < N. Velja tudi 22 ¢ u® in x1 < x9 < x)7, kar pomeni, da u® ni povezana
in zato ni kontraktibilna. Ce N vzamemo z intervala (0,u(z1)], pa lahko izberemo ¢ = u(xy) in
mnozica u¢ tako ni prazna, saj vsebuje z,s. Ustrezen N tako ne obstaja in » ni unimodalna.
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Implikacijo z dense port levi pa dokazemo tako, da opazimo, da so mnozice u¢ za ¢ > M prazne,
za ¢ € (0, M) pa intervali in tako kontraktibilne. O
Poglejmo si sedaj definiciji dveh poglavitnih pojmov.

Definicija 5. Za danonormo v = ||-||, na R® in funkcijo f € D(X) je unimodalna v— dekompozicija
funkcije f tak nabor unimodalnih funkcij u; € D(X),i = 1,...,n, da velja

f(x) = [|(u1(z),uz(z), ..., up(z))|ly, vz € X.

Stevilu n pravimo velikost unimodalne dekompozicije (u1,. . ., uy).
Definicija 6. Za dano normo v = || - ||, na R™ in funkcijo f € D(X) je unimodalna v kategorija
najmanjSe Stevilo (ozna¢imo ga z ucat” f) unimodalnih funkeij uy, .. ., Uycatv, da velja

f(l') = H(’Lbl(l’),UQ(:L'), cee 7uucat"(l'))”u,vx € X.

Povedano drugace, unimodalna v—Xkategorija je najmanjse mozno Stevilo n, da obstaja unimo-
dalna v—dekompozicija za funkcijo f velikosti n.

Posebej si oglejmo 8e unimodalno p—kategorijo za p € N U {0}, saj se bomo v nadaljevanju
osredotocili na obravnavo te.

Definicija 7. Naj bo p € NU {oo}, p Hélderjeva p-norma na RN in f € D(X).

e Ceje p €N, je unimodalna p—kategorija najmanjse tako stevilo, ki ga ozna¢imo z ucat?(f), da

obstajajo unimodalne funkcije uy, ..., uycatr(yr), za katere velja
ucat? (f) %
f(z) = Z uf | Vz e X.
k=1

o Unimodalna co—kategorija je najmanjse tako Stevilo, ki ga oznac¢imo z
ucat™(f), unimodalnih funkcij u1, . .., Uycatoo(f), da velja

) = max U (T ,\V/.’E €X.
f( ) ie{l,..‘,ucatoo(f)}< ( ))

Povedano drugace, unimodalna p—kategorija je unimodalna kategorija za Holderjevo p—normo.

V nadaljevanju se bomo v glavnem ukvarjali z unimodalnimi p—kategorijami, kjer bo p € N.
Kot pove spodnja trditev, pa je dovolj obravnavati zgolj unimodalno 1—kategorijo. V tem primeru
je vsota komponent unimodalne dekompozicije enaka prvotni funkciji.

Trditev 5. Za vsak f € D(X) in vsak p € N velja

ucat? (f) = ucat!(f?).

Dokaz: Poglejmo si, kaj se zgodi, ko potenciramo unimodalno funkcijo u € D(X) na p € N. Ker
je u unimodalna, obstaja M € R, da je mnozica u kontraktibilna za vsak ¢ € (0, M] in u® = (), za
vsak ¢ > M.

Za dani ¢ € R je (uP)¢ enak

() = {ale € () (fer00)} = {ale € a1 (ih o)} = ul” ).
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Mnozica (uP)¢ je tako kontraktibilna za vsak ¢ < MP, za ¢ > MP pa je (uP)¢ = (). To pomeni, da je
tudi v? unimodalna, saj lahko izberemo tak M’ = MP, da bo definiciji zadoS¢eno. Za vsak z € X

velja
1
P
flx) = <Z UZ(I)> = fP(z) =) ub(x).
e e
Ker pa so tudi uh, po zgornjem razmisleku unimodalne, je tako uf, . .., uﬁ cat! (£) unimodalna 1—dekompozicija

za fP. Iz vsake unimodalne p—dekompozicije funkcije f € D(X) tako lahko dobimo enako veliko

unimodalno 1—dekompozicijo funkcije fP € D(X), ker pa velja tudi obratno, je zgornja enakost

tako dokazana. O
Na spodnjih slikah je prikazan primer unimodalne 1—dekompozicije.

10 15 20 25 30 10 5 20 25

(a) Prikaz originalnega grafa neke funkcije nad nje- (b)  Prikaz  najmanjSe moZne unimodalne
nim nosilcem. 1—dekompozicije funkcije z zgornjega grafa.

Lema 6. Za dan topoloski prostor X definirajmo grupo
Gx = ({h: X — X| h je homeomorfizem}, o).
Definirajmo desno delovanje grupe Gx. G na prostor X na naslednji nacin

(z,9) = g(z).

Velja, da je unimodalna v—kategorija funkcije f € D(X) invariantna za zgornje delovange.

Dokaz: Ker lahko vsako komponento unimodalne dekompozicije funkcije u obravnavamo pose-
bej, lahko brez izgube splosnosti predpostavimo, da je w unimodalna. Opazimo, da velja (uh)¢ =

At (ut([e, 00))) = A (ue).

To, da je homeomorfna slika kontraktibilne mnozice kontraktibilna, pa je dokazano v trditvi
3. Ce je denimo K C X kontraktibilna, h : X — X pa homeomorfizem, velja idg ~p ¢, kjer je
c: K — {k} za nek k € K, H pa homotopija med idx in c. Potem je idjx) =~ hch™t, saj med
njima obstaja homotopija H'(z,t) = h(H(h™1(z),t)). O
Velja pa tudi naslednja lema.

Lema 7. Za dano funkcijo f € D(X) je ucat™®(f) invariantna za delovanje homeomorfizmov pol-
traka [0,00) z leve.

Dokaz: Vemo, da za vsak homeomorfizem h : [0,00) — [0, 00) velja 2(0) = 0 in lim, o h(z) = oco.
Ce imamo dano unimodalno co-dekompozicijo za f velikosti ucat®™(f), potem za vsak z € X velja

flx) = max (ui(x)) .

i€{1,...,ucat>(f)}
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Funkcija h(ui(z)) za i € {1,...ucat®(f)} je unimodalna, saj je u; unimodalna, homeomorfizem h
pa o¢itno ohrani unimodalnost w;. Nabor funkcij {h(u;),i € {1,...ucat>®(f)}} je tako unimodalna
oo-dekomporicija za hf. Ce bi za funkcijo hf obstajala manjsa unimodalna oo-dekompozicija, bi z
uporabo homeomorfizma h~! dobili manjso unimodalno co-dekompozicijo za funkcijo f, kar pa je v
protislovju s tem, da je unimodalna oco-kategorija za funkcijo f velikost najmanjse mozne unimodalne
oo-dekompozicije za funkcijo f. O

4. Primer X =R

V tem razdelku je predstavljen izracun unimodalne 1-kategorije za dano funkcijo f € D(R), pri
nekih dodatnih predpostavkah.

Predpostavimo, da je X = R. Obravnavamo funkcije f € D(R), za katere dodatno predpo-
stavimo Se, da ima f na supp(f) izolirane lokalne ekstreme. Predpostavimo tudi, da je lokalnih
ekstremov funkcije f konéno. Predpostavka o konénosti lokalnih ekstremov ne sledi iz ostalih pred-
postavk. Vzamemo lahko namre¢ funkcijo g : R — [0, 00), definirano kot

2+, ¢e x € [—2,0]
)2+ wsin(l), ez e (0,4]
9(e) = 2—(x—12), texe(2+1]
0, sicer

Opazimo, da je supp(g) = [-2,2+ %] Opazimo se, da funkcija g lokalne ekstreme na supp(g) doseze
v tockah iz {n%, n € N}. Funkcija g ima tako neskonéno mnogo izoliranih lokalnih ekstremov.

Predpostavimo Se, da ima f povezan nosilec, v nasprotnem primeru bi lahko obravnavali f nad
vsako komponento za povezanost mnozice supp(f) posebej.

Mnozico vseh taksnih funkcij bomo oznaéili z D.

V luéi leme 5 bomo obravnavali zgolj unimodalne 1—dekompozicije in unimodalno 1—kategorijo.
Proti koncu tega razdelka bomo obravnavali Se unimodalno co—kategorijo ter unimodalne co—dekompozicije
za f € D. Z unimodalno kategorijo bomo v tem razdelku tako mislili unimodalno 1—kategorijo, z
unimodalno dekompozicijo pa bomo mislili na unimodalno 1—dekompozicijo.

Tocke, v katerih f € D doseze lokalne ekstreme, ozna¢imo z x; na slede¢ na¢in. Z xg oznacimo
najmanjso tocko supp(f). Vse naslednje tocke z; pa uredimo tako, da velja z; < z; <= i < j.

Tako velja, da ima f v x; lokalni minimum natanko tedaj, ko je ¢ sodo §tevilo, in lokalni
maksimum natanko tedaj, ko je ¢ liho Stevilo. Z m; oznac¢imo lokalne maksimume, ki jih f doseze
v tockah x9;11,7 € {0,1,...,n}. Z n; pa ozna¢imo lokalne minimume, ki jih f doseze v tockah
x9;,1 € {0,1,...,n}. Na sliki 3 je taksna oznacitev tudi prikazana.

Vrednost

Domena

X2j-1 X2 X2j+1 X2j+2 X2j+3 X2j+4

Slika 3. Prikaz oznak
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Ni tezko opaziti, da ¢e imamo tocke xq, ...z, za f € D, da je n sodo §tevilo. To sledi iz tega, da
je f(zo) = f(zn) =0, v tockah x4, ...x,_1 paizmeni¢no nastopajo lokalni maksimumi in minimumi
I

Naslednja trditev nam pove, da je iskanje algoritma za izra¢un unimodalne kategorije za funkcije
f € D smiselno.

Trditev 8. Naj bo f € D. Ce uporabimo zgoraj opisan sistem oznak in so o, x1,. ..oy ustrezne
tocke za f, velja, da je ucat'(f) < k.

Dokaz: Trditev dokazimo z indukcijo po k. Ce je k = 1, je f unimodalna in ucat!(f) = 1, to velja
po trditvi 4.

Denimo, da trditev velja za vsak k < n. Recimo, da za dano funkcijo f € D velja, da je primeren
k za f enak n. Definirajmo funkcijo v : R — [0, 00) na naslednji naé¢in

f(x), zo < x < T,
u(z) = W + f(x2), = <z <us,
0, sicer.

Funkcija u je o¢itno unimodalna. Velja tudi, da ima f—wu dva lokalna ekstrema manj kot f. Funkcija
f — u namrec¢ doseze lokalne ekstreme v tockah xo,x3,...,29;. Po indukcijski predpostavki tako
velja

ucat!(f) <1 +ucat’(f —u) <14 (n—1) =n.

O
Iz zgornje trditve sledi, da je ucat!(f) < co. Oglejmo si sedaj definicijo totalne variacije, pojma,
ki nam bo pomagal pri kasnejsi utemeljitvi izracuna unimodalne kategorije za f € D.

Definicija 8. Totalna variacija funkcije ene spremenljivke f : [a,b] — R je
TLP—I
TV, (f) = sup (Z | f(wit1) — f(%-)!) :
PeP \ o

S P smo oznadili vse konéne delitve intervala [a, b], z np pa Stevilo tock delitve P.

V posebnem bomo pri izra¢unu unimodalne dekompozicije za f € D potrebovali oceno iz nasle-
dnje trditve.

Trditev 9. Ce je f monotona na [a,b], je TV2(f) = |f(b) — f(a)|.
Dokaz: Oznacimo delilne tocke, ki nastopajo v dani delitvi P intervala [a,b], s P = {x;};5;,a =
T <2 <...<Tpp =0

Ce je f na intervalu [z;, 2;11] naraicajoca, je |f(2zi11) — f(x:)| = f(wis1) — f(x;). V primeru,
da je f na intervalu [a, b] naras¢ajoca, tako velja

PeP

np—1
TV, (f) = sup (Z | f(@it1) — f(%‘)!) =
i=1
- }s;g;(f(m) — flzy) + f(z3) = f(@2) ... + f(znp) — F(@np_1))
= sup (f(znp) — f(21)) = f(b) — f(a).

pPepP
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Ce pa je f na [z, z;41] padajoca, velja |f(zit1 — f(z;)| = f(z;) — f(zir1). V primeru, da je f
na [a, b] padajoca, velja
TV, (f) = f(a) = f(b) = [£(0) = f(a)l-
To dokazemo na podoben nacin kot v primeru, ko je f narascajoca. ([
Poglejmo si, kaksna je totalna variacija funkcije f € D med dvema tockama, v katerih f doseze
lokalna minimuma. Pri tem bomo zopet privzeli oznake z zacetka tega poglavja.

Trditev 10. Totalna variacija f € D na intervalu [x9;, x25], kjer je i < j, je enaka

To;
TVey! (f) = —ni +mi +mi —njg1 ... —nj_1 +mj_1 +mj_1 —nj.

Dokaz: Trditev dokazimo z indukcijo na j — 1.
Oglejmo si najprej primer, ko je j = i 4+ 1. V tem primeru je totalna variacija f na intervalu
[22;, 2] enaka

Tvzxzij (f) = Tvacmziiﬂ (f) =

sup [ Y [f@ir) = fwl+ Y [fwin) — Fwi)l | ==

pep Yi <T2i41 2i+1<Yi
Tu smo z y; oznagcili delilne tocke P. Podobno kot v dokazu trditve 9 lahko obe vsoti nekoliko razpi-
Semo, saj je funkcija f na intervalu [ze;, 2;41] naras¢ajoca, na intervalu [x9;11, x2;+2| pa padajoca.

* < sup (=g + fyr—1) + [f (k) — f(ye—1)| + f(yr) — niv1) = sup(*)
PeP P

Tu smo z yi oznacili najmanjsi tak y;, da velja y; > x9;41. Tak y brez Skode za splosnost obstaja.
Sedaj velja

o )it 2f(yr) —nir1, e f(yr) > f(yp—1)
| i+ 2f(Yk—1) — nig1,  sicer .

V vsakem primeru je
* < —ny 4+ 2m; — Ny

To velja, saj je m; maksimum funkcije f na tem intervalu. Zgornja meja je dosezena, ce delitev P
vsebuje tocko xo;41. Enakost za j =i+ 1 je tako dokazana.

Napravimo sedaj indukcijski korak. Vsoto podobno kot v primeru j = ¢ + 1 razbijemo na dva
dela. Za prvi del vzamemo interval [z2;, yi], kjer je yi najvecji tak y;, da velja y, < x2;_2, za drugi
interval pa vzamemo [yj, 2;+2]. Po podobnem ra¢unu kot v primeru j = i + 1 dokazemo enakost
iz trditve. ([l

Poglejmo si naslednjo definicijo.

Definicija 9. Denimo, da imamo za f € D dano unimodalno dekompozicijo (u1,usg,...,u,). Po-
tem je mnozica U C supp(X) mnoZica prosta maksimuma, ¢e ne vsebuje nobenega globalnega
maksimuma funkcij u; za i =1,2,...,n.

1z te definicije sledi, da so na vsaki komponenti za povezanost mnozice proste maksimuma U vsi
sumandi unimodalne 1-dekompozicije za funkcijo f monotoni, saj je vsak sumand wu; unimodalen in
je tako na vsakem intervalu I C supp(u;), ki ne vsebuje globalnega maksimuma, monoton po trditvi
4. 1z te opazke sledi naslednja trditev.

Trditev 11. Naj bo f € D in naj bo interval (x2;, x2;) mnoZica prosta maksimuma za dano unimo-
dalno dekompozicijo (uy, ..., u,), potem velja

Ng—M; + N1 —Mip1...—Mj—2+n;1—mj_1+n; = 0.

8 Matrika 4 (2017) 2
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Dokaz: Ker je interval (z9;, z2;) mnozica prosta maksimuma in povezan, je vsak izmed sumandov
unimodalne 1-dekompozicije na tem intervalu monoton. Iz trditve 10 tako za vsak k = 1,...,n sledi

TV (ug) = lug(2:) — ug(z2;)|-
Iz trditve 10 sledi, da je totalna variacija funkcije f na (w9, x2;) enaka
TVasd (f) = —ni +m; +m; —nig1 ... — nj—1+mj_1+mj_1—n;.

Desno stran zgornje enacbe na krajSe zapisemo kot

TV = (ka—nk> (n; —nj).

Po drugi strani pa vemo, da velja

S ) = f(a).
=1

Sedaj dobimo

Np-1
TVay (f) = sup ( Z | f (Y1) — f(y )|>

pPep

Np—1| n n
_;2?3(;0 lz;“l yk+1)—z::u )>_
Np—1| n
( Z Z (wi(Yr41) — Ul(?/k))D = x.
k=0 |i=1

Opazimo, da so velikosti indeksnih mnozic po katerih sestevamo in seStevanci, kon¢na Stevila.
Na tem mestu uporabimo trikotnisko neenakost in potem zamenjamo vrstni red sestevanja. Tako
dobimo

n Np—1
x < sup Y < > lulyer) — Ul(yk)|> =

k=0

Sl}ljp <Z [uy (z2;) — Ul($2j)’> .

=1

Ponovno uporabimo trikotnisko neenakost in dejstvo, da je f(z2;) = n; in f(z2;) = n;. Dobimo

% < sup (Z lug(22:)] + | xQJ)O =n; + n;.

PeP \124

Dokazali smo, da pri danih pogojih velja

j—1
TViZ"? (f)=2 (ka - nk) + (n; — nj) < ni+ny,
k=i
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oziroma ekvivalentno
1

(ng —my) +n; > 0.

<.
|

b
Il

i
(]

Poglejmo si na osnovi rezultata prejsnje trditve motivirano definicijo.

Definicija 10. Denimo, da imamo dano funkcijo f € D. Uporabimo oznake z zacetka razdelka. Ce
je za dan interval (z9;,x2;) krSena neenakost

J Jj—1
an — E m; > 0,
k=i k=i

tak interval imenujemo interval vsiljenega maksimuma.

Iz definicije sledi, da interval vsiljenega maksimuma I nikoli ne more biti mnozica prosta ma-
ksimuma. To po definiciji mnozice proste maksimuma pomeni, da na vsakem intervalu vsiljenega
maksimuma vsaj en sumand iz poljubne unimodalne 1-dekompozicije za f € D doseze globalni
maksimum.

Trditev 12. Naj bo dana funkcija f € D in naj bo I = (x2;,x25) interval vsiljenega maksimuma.
Naj bo dan interval J, za katerega velja I C J, oblike J = (xok, x9;). Potem je J interval vsiljenega
maksimuma.

Dokaz: Oglejmo si primer, ko je xo; = xop in x9; < wg. Primera o < xg; in @9 = w9 ter
. y L. . i—1
Top < Ty; In Taj < Xgy sta namred zelo podobna. S S; oznacimo izraz Sy =Y 1_; (ne — my) + n;.
Poglejmo si izraz

-1 j—1 -1
Z(nt —myg) +ng = Z(nt —my) + (n; —m;j) + Z (g —my) +ny =
=i t=i t=j+1

-1 -1
=571 —m; + Z (ng —my) +ny = Sr+ Z (—my—1 + ny).
t=j+1 t=j+1

Ker je I interval vsiljenega maksimuma, je St manjsi od ni¢, vsak ¢len v preostalem delu vsote pa
je negativen, saj je my_1 >mng zat € {j+ 1,5+ 2,...,1}. Torej tudi J zadosca zeleni neenakosti in
je tako interval vsiljenega maksimuma. O

V naslednji trditvi je podana ocena ucat!(f) za dano f € D. Ta nam bo pomagala pri dokazu
pravilnosti algoritma za izra¢un unimodalne 1-dekompozicije funkcije f.

Trditev 13. Naj bo f € D. Denimo, da imamo druzino M disjunkinih intervalov izsiljenega ma-
kstmuma. Potem velja, da je

|M| < ucat!(f).

Dokaz: Vsak interval J € M zato, ker ne more biti mnozica prosta maksimuma, vsebuje globalni

maksimum vsaj enega izmed sumandov unimodalne 1-dekompozicije funkcije f. Intervala J, I € M,

za katera velja I # J, pa sta disjunktna. Neenakost tako ocitno velja. O
Poglejmo si sedaj dokaj preprost in uéinkovit algoritem za izracun najmanjSe unimodalne 1—dekompozicije

ter posledi¢no unimodalne kategorije funkcije f € D, po trditvi 5 pa s tem tudi vseh drugih unimo-

dalnih p—kategorij, kjer p > 0.
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Algoritem 1 Izra¢un ucat!(f) za dano funkcijo f € D, ki maksimume doseze v tockah iz M,
ekstreme pa v tockah iz F
a:=0;uy:=0; go:= f; yo:=min M; z9 := 1o
while g, # 0 do
a:=a+1
Ya ‘= Za—1
Ug '= Ga—1,C T < Yq
ul,(z) := min(f'(x),0), cex > Yo
Ua(2) := max(uq(z),0)
Zq := max(supp(uq))
if z, € FE then
Zo =min{m € M :m > z,}
end if
Ja = Ga—1 — Uq
end while
return «

Opomnimo, da je vrstica u), () = min(f’(x),0) misljena le za primer, ko je odvod f mogoce iz-
racunati. V splosnem pa to vrstico nadomestimo z nekaj pogojnimi stavki. Na intervalu [za, Tog+1]
je ua(x) = ug(xor). Na intervalu [zoxy1, Zokro] pa je ua(z) = f(2) — (f(22r+1) — ua(2x+1)). Popra-
vljena verzija algoritma, v kateri je problem v omenjeni vrstici reSen z definicijo dodatne funkcije,
je predstavljena spodayj.

Izraéun ucat!(f) za dano funkcijo f € D, ki funk(t, ¢, ag, E)

maksimume doseze v tockah iz M, ekstreme pa =g vi=¢; f=¢(a); 6 =0;n=0
v tockah iz F while 5> 0do
a = 0; up := 0; go := f; yo := min M; o' = naslednji(a, E)
20 = Yo if [n/2] ==0( mod 2) then
while g, # 0 do (), (x<a)V(zx>d)
a:=a+1 V(@) = d(x) =0, z€ (a,a)
Yo ‘= Za—1 8= (O/) -9
T ce & < Yo else
funk(z, ga—1,Ya, F), sicer V(z) = v(z), (z<a)V(rx>d)
2o = max(supp(uq)) B, sicer
if z, € F then d:=¢()—p
zo =min{m € M :m > z,} end if
end if a:=a
Go ‘= Ja—1 — Uq n:=n-+1
end while end while
return « return max (v(t),0)

Ce si ogledamo psevdokodo, vidimo, da ta algoritem deluje tako, da nase sumande v unimodalni
1-dekompoziciji za zacetno funkcijo f € D konstruiramo enega po enega.

Konstrukeijo posamiéne funkcije v unimodalni dekompoziciji (tu ji recimo unimodalni sumand),
ki jo vrne algoritem, dobimo na naslednji na¢in Za¢nemo na skrajnem levem koncu nosilca in sledimo
nasi funkciji vse dokler le ta narasc¢a. Ko pa funkcija za¢ne padati, pricnemo postopati tako, da ko
zacetna funkcija pada, pada tudi nas unimodalni sumand (in to enako hitro), ko zacetna funkcija
narasca, pa nas unimodalni sumand ohranja konstantno vrednost. S tem postopkom prenehamo,
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ko na§ postopek spreminjanja unimodalnega sumanda nad supp(f) doseze 0. Na tej tocki od f
odstejemo dobljeni unimodalni sumand, dobljeno vrednost prepiSemo v f in postopek ponovimo.
Zgornji postopek za f pa ponavljamo vse dokler f ni identi¢no enaka 0.
Na spodnjih slikah je tako prikazan potek algoritma za neko, nasim pogojem ustrezno funkcijo.
Utemeljimo, da ta algoritem za dano funkcijo f € D resni¢no vrne najmanjso mozno unimodalno
1-dekompozicijo za f.

Izrek 14. Zgornji algoritem nam za funkcijo f € D vrne najmanjso mozno unimodalno 1-dekompozicijo

za f.

Dokaz: 7 U ozna¢imo mnozico vseh unimodalnih funkcij, ki jo vrne zgornji algoritem. Dokazati
moramo |U| = ucat!(f).

Najprej bomo za vsako unimodalno funkcijo u, v unimodalni dekompoziciji funkcije f poiskali
interval izsiljenega maksimuma, ki je z intervali izsiljenega maksimuma, ki pripadajo ostalim funk-
cijam v tej unimodalni dekompoziciji, disjunkten.

Za uq vzamemo interval I, = (aq, by ), kjer sta aq, by tocki oblike xo;,7 € N, za kateri pa velja
Se, da je a, = min(supp(uy)), bo pa je najmanjsi xo;, vecji od tocke kjer u,, doseze svoj maksimum
(ta je enaka x2;41 za j € N ). To je res interval vsiljenega maksimuma, saj velja

kp—1
M = gg(}jua(x) = Zk: m; —n; > ng, = f(ba),
1=Kq

kjersta kq, ky taki stevili, da velja a, = 2ok, in by = Tog,.

Intervala I, za uq,Ig za ug sta disjunktna, ¢e velja oo # 3. To je res zato, ker se na a—tem
koraku algoritma funkcija g (posodobljena funkcija f) ujema z u, na I,, kar pa pomeni, da je g v
naslednjem koraku nad I, enaka 0.

Definirajmo sedaj M = {I,|u, € U}. Po trditvi 13 tako velja

|M| < ucat!(f).
Vemo, da je U unimodalna dekompozicija, zato velja
weat!(f) < U] = |M].

O
Mimogrede tako sledi Se, da algoritem za f € D svoje delo opravi v kon¢énem ¢asu, saj je po
trditvi 8 ucat!(f) < oc.
Sedaj lahko vse dosedanje ugotovitve iz tega razdelka strnemo v naslednji izrek.

Izrek 15. Ce za f € D uporabimo taksne oznake kot v zacetku tega razdelka, velja
ucat! (f) = max{|M|| M mnoZica disjunktnih intervalov izsiljenega maksimuma}.
Dokaz: Ocitna posledica 14. O

Poglejmo si, kako je z izracunom unimodalne co—kategorije. Izracun te je nekoliko preproste;jsi
kot izra¢un unimodalne 1-kategorije.
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E

Graf funkcije f € D

feD; M =1{2,6,10,14,18,22,26,30}

E

Graf f in u; Graf g,
a =1 y1 = 2w == ..; 21 ~
= f —uy;
10.6714136196 g1 = —u
Graf g1 in ug Graf g;
a::2;y2::10;uz;:”.;22::”. 02 = g1 — U2
Graf go in us Graf g3

a:=3;yz:=10; uz :=...; 23 1= ...

g3 ‘= g2 —us
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Izrek 16. Za vsak f € D(R), ki ima izolirane lokalne ekstreme, je ucat™(f) enaka $tevilu lokalnih
maksimumon.

Dokaz: Unimodalna co—kategorija je po definiciji najmanjse tako Stevilo, da obstaja unimodalna
oo—dekompozicija s toliko sumandi za funkcijo f, to je tak nabor funkcij {uq, @ € A}, da velja

f(z) = max (ua(x)),Va € R.

Tako lahko vidimo, da bi popravljen algoritem, ki nam vrne unimodalno co— dekompozicijo funkcije
f € D z izoliranimi lokalnimi ekstremi izgledal podobno kot algoritem 1. Tak algoritem je tako

Algoritem 2 Izra¢un ucat®(f) in unimodalne co— dekompozicije za dano funkcijo f € D, ki
lokalne minimume na supp(f) doseze v tockah iz M
o = 0; ug := 0; yo := minsupp(f); 2o := yo;
M := M U {max(supp([)), max(supp(f)) + 1}
while z, < max M do
b=a+1
yg := min{m € M|m > z,}
zg = min{{m € M|m > yg} U {maxM + 1}}

f(ZCV);;iy;&; ¢e T € [Ya, 2o
us(a) = f(z), ce x € (2a,Yp)
T zZg—I ~
flys)s=y;,  Cex € [y, 23]
0, sicer
a:=p
end while
return «

Algoritem vsakemu paru sosednjih lokalnih minimumov priredi unimodalni sumand, ki se na
intervalu med tema dvema minimuma ujema s funkcijo f, izven tega intervala pa linearno pada v
skladu z zahtevo po unimodalnosti. Tako sledi, da ker se mora v vsakem lokalnem maksimumu f
ujemati z nekim unimodalnim sumandom iz unimodalne dekompozicije, noben unimodalni sumand
pa se ne more ujemati z f v ve¢ kot eni izmed tock, kjer f doseze lokalni maksimum, da je ucat®(f)
enaka Stevilu lokalnih maksimumov funkcije f. ([l

V primeru, ko gledamo unimodalne p—dekompozicije funkcij iz D, velja Se naslednja trditev.

Trditev 17. Naj bo f € D. Za poljubni Stevili p,q € (0, 00|, p < q velja

ucat?(f) < ucat?(f).

Dokaz: V primeru, da je ¢ = 0o po trditvi 7 velja
ucat™(f) = ucat®™((z — zP) o f) = ucat™(f?).
Funkcija z — 2P je homeomorfizem poltraka [0, 00). Po lemi 5 pa velja
ucat? (f) = ucat!(f?).

Po prejsnjem izreku velja, da je ucat®™(fP) enaka Stevilu lokalnih maksimumov funkcije fP.
Trditev 8 pa nam pove, da je ucat?(f) = ucat!(fP) manjsa ali enaka stevilu lokalnih maksimumov
funkcije fP. Tako velja

ucat?(f) < ucat?(f).
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V primeru, kjer je ¢ < oo, pa trditev dokazemo tako, da opazimo, da velja ucat!(fP) < ucat!(f9).
Pomagamo si s trditvijo 5. Za funkcijo f € D uporabimo iste oznake kot na zacetku tega razdelka
in vzemimo poljuben interval izsiljenega maksimuma I, = (x9;, x2;) za funkcijo fP. Ker tako f? kot
tudi f¢ dosezeta lokalne maksimume in minimume v istih toc¢kah kot funkcija f, velja

J Jj—1
Zni — Zmﬁ < 0.
k=i k=i

V primeru, da je kaksen od ny enak ni¢, denimo n; =0 (BSS [ < j) velja tudi 2_:12 ni —mj <0in

S ind 11 —mj <0. Ce ti dve neenakosti sestejemo, dobimo
J Jj—1
Z ni — Z mj < 0.
k=i k=t
To pomeni, da je Ip interval vsiljenega maksimuma tudi za funkcijo f9.
V primeru, da je Stevilo ng razlicno od ni¢ za vsak k € {i,7 4+ 1,...,7}, definirajmo funkcijo
¢ : [1,00) = R na naslednji nac¢in

J p\t J—1 p\ !
n m
o) =7 <5> - <pk> :
i \tm i \'tm
Z m smo tu oznacili indeks najmanjsega ny za k € {i,i+1,...,7}. Stevilo n,, je po predpostavki

razli¢no od ni¢. Poglejmo si odvod funkcije ¢

=1 n =
J pN\t j—1 pN\t
Nk g, mg my,
log (=) (—2) =S log [ —2) (£ .

k=m

V zadnji vrstici smo upostevali, da velja log(1) = 0. Opazimo, da za vsak k =1i,...,j —1zat >0

N n? \* me\ [ mP\"
o () () < () ()
Nm Nm Nm Nm

velja

Sledi, da je za t > 1 velja ¢/(t) < 0. To pomeni, da funkcija ¢ pada. Ce za t vzamemo t = % (o¢itno
velja t > 1) in pomnozimo z ng,, dobimo
J Jj—1
o(t) = ni—=> mi<0.
k=1 k=i

To pomeni, da je I, tudi interval izsiljenega maksimuma za funkcijo f9. Vsak nabor disjunktnih
intervalov izsiljenega maksimuma za funkcijo fP je tako tudi nabor disjunktnih intervalov izsiljenega
maksimuma za funkcijo f?. To pomeni, da velja

ucat? (f) = ucat!(f?) < ucat!(f?) = ucat?(f).
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O
S pomocjo zgornje trditve lahko tako za dano p—normo Ze s pomocjo algoritma 1 in algoritma
2, uporabljenih na f, ocenimo unimodalno p—kategorijo za f.
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