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Clanek obravnava nihanje fizitnega nihala za poljubno amplitudo. Najprej so predstavljeni elipti¢ni integrali.
V nadaljevanju je obravnavan problem fizicnega nihala pri velikih amplitudah. Sprva je pokazano, da je v prvem
redu nihajni ¢as neodvisen od amplitude in je gibanje nihala harmoni¢no nihanje. Nato sta, ob upostevanju visjih
popravkov, izracunama tako odvisnost nihajnega ¢asa od amplitude, kot tudi ¢asovni potek resitve. Na koncu je resen
Se problem, v katerem ni uporabljena nobena aproksimacija.

PERIOD AND PENDULUM’S MOTION DEPENDANCY ON AMPLITUDE FOR PHYSICAL
PENDULUM

Period dependancy on amplitude is discussed. First, elliptic integrals are presented. Further on, the problem of
physical pendulum with large amplitudes is solved. It is shown that period is not a function of amplitude and that the
motion corresponds to harmonic oscilation in harmonic approximation for potential. Later on, higher order terms for
period and pendulum’s motion as a function of time are derived. Finally, exact physical pendulum problem is solved.

1. Uvod

7 nihali imamo v fiziki veliko opravka. Posebej pogosto obravnavamo problem harmoni¢nega osci-
latorja. Ta model je v fiziki zelo pomemben, saj opisuje gibanje mase v kateremkoli potencialu z
nenicelnim drugim odvodom v ravnovesni legi, ki jo malo zmaknemo iz te tocke. Na problem har-
monskega oscilatorja se prevedejo Stevilni problemi v mehaniki, fiziki trdne snovi, fiziki polja idr.
Na tak nacin ponavadi obravnavamo tudi najbolj osnovna nihala, npr. fizicno nihalo. Privzamemo,
da so odmiki dovolj majhni in upostevamo Taylorjev razvoj sin(x) ~ x do prvega reda (oz. v po-
tencialu do drugega). Seveda je zanimivo tudi vprasanje, kako se obnasa fizi¢no nihalo, ko odmiki
iz ravnovesne lege niso majhni. V tem primeru, bomo najprej poskusili s Taylorjevim razvojem
do tretjega reda, torej sin(x) = x — g—?, kasneje pa bomo izra¢unali Se tocno resitev. Da bodo
bralci racunu lazje sledili, bomo na zacetku predstavili elipticne integrale, ki jih bomo potrebovali

za reSevanja problema.

2. Elipti¢ni integrali

Eliptic¢ni integrali so se izvirno pojavili pri reSevanju problemov, povezanih z loé¢no dolzino elipse.
Prva sta jih preucevala Giulio Fagnano in Leonhard Euler okrog leta 1750[?]. V moderni matematiki
elipti¢ni integral definiramo kot funkcijo, ki jo lahko zapisemo v obliki

x
f@) = [ B V@)L, (1)
C

kjer je R racionalna funkcija, ki vsebuje vsaj eno liho potenco drugega argumenta, P polinom 3.
ali 4. stopnje z razlicnimi ni¢lami in ¢ konstanta. Ob upostevanju zgornjih omejitev je integral
nemogoce zapisati z elementarnimi funkcijami[?, ?].

Poznamo tri vrste elipti¢nih integralov. Vse funkcije oblike (??) lahko zapisemo s kombinacijo teh
treh in elementarnih funkcij.
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2.1 Elipticni integral prve vrste

Nepopolni elipti¢ni integral prve vrste definiramo kot

¢ de
F(o,k) =
OR=, 1 — k2sin?(0) )

kjer mora veljati 0 < k? < 1 in je F funkcija dveh spremenljivk. Tako zapisanemu integralu
pravimo trigonometricna ali Legendrova oblika. S pomocjo substitucij u = sin(f) in x = sin¢
dobimo Jacobijevo razlic¢ico

v du
b= | . 3
A S e ey ?
Inverzno funkcijo sinus amplitudinis[?] glede na enacbo (?7?) definiramo kot
F(sn(u,k); k) =u. (4)

Popolni elipti¢ni integral prve vrste dobimo, ¢e v enacbi (?7) postavimo zgornjo mejo na %71' ali v
enacbi (?7?) na 1
! du

/ V1 k2 sin? 0 \/(1 —u?)(1 — k%u?) )

To je torej funkcija ene same spremenljivke in je, kot bomo videli, tesno povezana s periodo nihala.
Potrebno je opozoriti, da se v literaturi namesto parametra k véasih pojavlja m = k2.

(5)
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Slika 1. Zgornji sliki prikazujeta Legendrov in Jacobijev elipti¢ni integral F(¢,k) in F(z;k) = F/(arcsin(x), k) za
nekaj razlicnih parametrov k. Spodaj levo je inverzna funkcija Jacobijevega elipti¢nega integrala sn(z, k) in spodaj
desno popoln elipti¢ni integral prve vrste.
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3. Fiziéno nihalo

V tem delu bomo izrac¢unali periodo in ¢asovno odvisno resitev za gibanje fizicnega nihala z veliko
amplitudo. Na zacetku bomo problem resili s harmoni¢no aproksimacijo potenciala, ki za velike
amplitude seveda ni upravic¢ena. Skozi to enostavno vajo bomo predstavili postopek, ki ga bomo
kasneje uporabili tudi pri izracunu visjih popravkov in to¢ne resitve.

3.1 Izbira sistema in notacija

¢ - kot, ki meri odmik nihala od ravnovesne lege,
[ - razdalja od osisca do tezisca,

J - vztrajnostni moment nihala okrog osisca,
g - gravitacijski pospesek,

m - masa nihala,

«a - amplituda,

7o - nihajni ¢as v harmoni¢nem priblizku,

7 - nihajni Cas,

t - cas,

T - kineti¢na energija,

V' - potencialna energija,

W - celotna energija.

Tabela 1. Predstavitev izbranega sistema in notacije.

3.2 Harmonicni priblizek

Najprej zapiSimo izraza za kineti¢no in potencialno energijo fizicnega nihala v harmoni¢nem pri-

blizku

1 .
1
V= 5mgz¢2 . (7)
Od tod sledi za celotno energijo
1 - 1
W = §J<;52 + 5mgl<;s2 . (8)

Gibanje nihala za¢nemo tako, da ga zmaknemo iz ravnovesne lege za kot a in nato spustimo. Zakon
o ohranitvi energije se glasi

J$? + mgle? = mgla® . 9)
Od tod izrazimo ¢
: mgl
o=/ = ). (10)

Loc¢imo spremenljivke in integriramo
¢ de mgl [
=/ dt'+C 11
/o Va2 — ¢ J /0 ()
¢ mgl
— =/ —t . 12
arcsin — 1/ 7 +C (12)
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Upostevamo robni pogoj ¢(0) = « in zapiSemo resitev

o0 oo (4. s

Od tod lahko razberemo znan izraz za nihajni ¢as

To = 2my | — . (14)

3.3 Razvoj potenciala do 4. reda

Uporabili bomo popolnoma enak postopek, le izraz za potencial bo oblike

1 1
— l 2~ 4 . 1
V= omgl(@® — - 0Y) (15)
Zapisemo energijski zakon
1 . 1 1 1 1
P 2 L4y _ L 2 14 1
2J¢ + 2mgl(gz5 12¢ ) 2mgl(a 2% ). (16)

S tako obliko potenciala pridemo do integrala

d(b’ [2mgl /t ,
= dt . 17
/ \/ —¢?) — Lot — g I Jo {an
Integral s pomocjo substitucij v’ = a , k‘ =/ 13 aQ inz=,/"% mgl 12120‘ t' prevedemo na Jacobijevo

obliko elipti¢nega integrala prve vrste[?

Fluk)=2+C. (18)

/ \/1—u 1—k:2 2y
Tako smo dobili funkcijsko odvisnost ¢(¢). Zanima nas inverzna funkcija

u=sn(z+ C,k) (19)

_am<¢m9 Eotien5ts ) (20

Upostevamo Se zacetni pogoj ¢(0)
o2
1= C———
ot ( V2= a2)

—

C:K< 120::42> (21)

Za rac¢un nihajnega Casa se vrnimo na enacbo (?7?) in jo integrirajmo ¢ez ¢etrt nihaja

[ =t = 0= @

Sedaj lahko s pomocjo popolnega elipti¢nega integrala prve vrste zapisemo nihajni ¢as kot !

T 2 12 a?
— == K . 2
70 Tr\/12—a2 <\/12—a2> (23)

'Ker je popolni eliptiéni integral prve vrste definiran samo za k € (=1,1), ta izraz obstaja samo za a < V6 oz. v
stopinjah @maez &~ 140°.
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3.4 Tocna resitev

Tokrat bomo racunali s to¢nim potencialom

V =mgl(1 —cos ). (24)
ZapiSemo energijski zakon
1.
§J¢2+mgl(1 —cos ¢) = mgl(1 — cosa) . (25)
Od tod lahko izrazimo ¢
¢ = \/273‘% (cos¢ — cosa). (26)

7 uporabo trigonometri¢ne zveze za dvojne kote pridemo do integrala

1) do' l t B
/ ¢ lzzwff/}w+c. (27)
0 /sin?§ —sin2% 0

Zopet bi radi integral prevedli na standardno Jacobijevo obliko. Tokrat to napravimo s substituci-

jami u =

.
sin . . l
2 _ « _ mgt 4/
—Sin%,k—smgmz— -5t

u dul
/0 \/(1 = (L ) =z4+C. (28)

Od tod lahko z inverzno funkcijo spet izrazimo ¢asovni potek

u=sn(z+ C,k)

¢ = 2arcsin [singsn (\/ijglt—FC,sin (;)] . (29)

Ponovno upostevamo robni pogoj ¢(0) = «

a = 2arcsin(sin % sn(C, sin %))
1 =sn(C,sin %)

—
«

C:K(51n§).

Za nihajni ¢as moramo enacbo (?7) integrirati ¢ez ¢etrtino nihaja

1 ! 1 l
/ du — K (k) = <y M9 (34)
0 V-1 - ) VT
Od tu lahko izrazimo nihajni ¢as kot
T = ZK(sinD). (35)
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3.5 Komentar

Ce popolnega eliptiénega integrala ne bi poznali, to ne bi bil velik problem, saj ra¢un za nihajni ¢as
ni preve¢ zahteven. Ko imamo Legendrovo obliko elipti¢nega integrala (do katere pridemo iz enacbe

/

. . .. sin & . . . . . . e e .
(?77) s substitucijami sinu = &, k = sin? §inz = nglt’ ), enacbo integriramo po ¢etrtini nihaja
2
T 2 [z Lo, _1
—=— (1 —sin® —sinu) 2 du. (36)
0 T.Jo 2

Ta integral znamo izvrednotiti, saj lahko izraz pod integralom razvijemo v poten¢no vrsto in ga
¢lenoma integriramo. Tako dobimo 2

T 2 [ /-1 o
:/ E < 2> singngsinznudu
T0 m™Jo =0 n

T 1x345 . s Ix3x5

— =1+

) +( .
Sin- — U E——
) 2x4 2 2x4x%x6

)% sin? 5 (37)

Ce razvijemo Se sinus, ki nastopa v rezultatu, dobimo precej enostaven prvi popravek za izracun
nihajnega casa pri velikih amplitudah

7 1 2
— =14+ —=a“"+ ... 38
T0 16 ( )

4. Primerjava rezultatov

Najprej si poglejmo razliéne priblizke za nihajni ¢as v odvisnosti od amplitude.

5 T T T T T 2.5 T T T T T
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Slika 2. Levi graf prikazuje nihajne ¢ase, kot smo jih izrac¢unali, torej v enotah harmoni¢nega nihajnega ¢asa. Desni
graf prikazuje periode, normirane glede na to¢en nihajni ¢as. Crtkani ¢rti sta od tocne resitve oddaljeni 0.01. Dokler
lezijo grafi narisanih funkcij znotraj tega pasu, se rezultat razlikuje od tocnega za najvec¢ 1%. Oznacene so tudi mejne
vrednosti, do katerih to velja.

Oglejmo si Se, kako razli¢ni modeli opiSejo gibanje nihala pri nekaj amplitudah.

2Po razvoju dobimo koeficiente brez kvadrata, po integraciji sin?" u dobimo enak ¢len Se enkrat, pomnozen s 5
(integral sinusa izvrednotimo s pomocjo Eulerjeve beta funkcije in zato ni problematicen).
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Slika 3. Grafi prikazujejo gibanje nihala pri razli¢nih zacetnih amplitudah.

Opazimo, da harmoniéni priblizek zelo hitro odpove. Ze na prvem grafu namreé¢ opazimo razliko
med tem modelom in tocno resitvijo. Model, v katerem smo potencial razvili do 4. reda, se seveda
obnese veliko bolje. Da gre za dve ¢rti in ne za eno samo, za¢nemo iz grafa razpoznavati pri o & 2%

Iz grafov lahko razberemo, da tudi ta model pri velikih amplitudah ni ustrezen.

5. Zakljucek

Gibanje idealnega nihala znamo dobro opisati neodvisno od amplitude. Izracunali smo ¢asovno
odvisno resitev in periodo za dve aproksimaciji: harmoni¢ni potencial in potencial razvit do 4.
reda. Prav tako smo izracunali toctno reSitev za fizicno nihalo s poljubno amplitudo. Ugotovili
smo, da je model za periodo s harmoni¢nim potencialom pri natancénosti 1% ustrezen do zacetnega
odmika o = 0.4, model, v katerem smo potencial razvili do 4. reda, pa do a =~ 1.3.
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