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V tem clanku je opisana matemati¢na obravnava usmerjenih snovi, natanc¢neje nematske faze tekocih kristalov.
Obravnavana je s klasi¢no teorijo polja ter teorijo homotopij. Topologki koncepti so pojasnjeni na fizikalen nacin
z zgledi ter fizikalnimi primeri. Obravnavane so homotopije krivulj in ploskev ter preko njih uvedeni homotopski
razredi, ki sestavljajo homotopske grupe. Z njimi so obravnavani ¢rtasti in tockasti topoloski defekti ter topoloske
invariante, ki jih dolo¢ajo. Prikazani so Se ¢rtasti solitoni. Pri obravnavi je poudarek na direktorskem polju nematika
z upostevanjem njegove simetrije. Prikazane so resitve z ve¢ defekti ter razlozena njihova dinamika.

TOPOLOGICAL PROPERTIES OF NEMATICS

In this article, the mathematical formulation of directed matter, specifically the nematic phase of liquid crystals,
is presented. It is described using classical field theory and homotopy theory. Topological concepts are explained
using physical examples. Homotopies between curves and surfaces are covered, with which homotopy classes, which
constitute homotopy groups, are defined. Line and point defects are described using topological invariants. Line
solitons are also covered. The focus is on the director field of nematics, taking its symmetries into account. Multidefect
solutions are covered and their dynamics described.

1. Uvod

Tekoci kristal je agregatno stanje, pri katerem so gradniki gibljivi, kot v tekoc¢ini, a obenem lokalno
urejeni, podobno kot v kristalu. Za razliko od kristalov je lokalna urejenost orientacijska, ne kra-
jevna. Ena izmed faz tekoc¢ih kristalov je nematska faza. Koren besede nematik, torej nema, dobimo
iz gric¢ine in pomeni nit. Razlog za tako poimenovanje so ¢rtasti defekti, ki jih opazimo v taki snovi.
Gradniki nematika so obi¢ajno podolgovate osno simetri¢ne molekule, ki interagirajo dovolj Sibko,
da se prosto gibajo, a dovolj moéno, da se zaradi interakcije gradniki, ki so si blizu, poravnajo. Ce
opazujemo tocko v nematiku, vidimo, da na tem mestu ni vedno isti gradnik, enako kot v teko¢ini,
njihova usmerjenost pa tam kljub menjavi gradnikov ostaja enaka.

Ker so gradniki lokalno poravnani, lahko predpostavimo, da je karakteristi¢na dolzina, na kateri
se smer gradnika spreminja, mnogo vecja od razseznosti gradnikov. Njihovo smer zato obravnavamo
kot zvezno polje, v naSem primeru vektorsko polje.

Pri splosnem vektorskem polju vektor v vsaki tocki domene zavzame poljubno vrednost iz mno-
zice R3, torej iz faznega prostora. Pri nematikih vektorsko polje predstavlja le smer gradnikov,
zato ne moremo dolociti velikosti vektorjev. Vektorsko polje je zato normirano, fazni prostor pa je
namesto R? kar enotska sfera, ki jo oznac¢imo kot S?. Tako polje imenujemo direktorsko polje.

Direktorsko polje je zaradi lokalne urejenosti odvedljivo skoraj povsod. Zanj lahko definiramo
gostoto proste energije, katere izraz je odvisen od vrste nematika, predstavljamo si jo pa lahko kot
ukrivljenost silnic. Prosta energija v dinamiénih sistemih sluzi kot potencial, ki ga sistem minimizira.
Sistem v lokalnem minimu je resitev diferencialne enacbe, ki jo dobimo z variacijo akcije. Resitev
je odvisna od oblike in robnih pogojev domene.

@@® (©2025 Avtor(ji). Originalna vsebina tega dela se lahko uporablja pod pogoji licence Creative
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2. Homotopije krivulj

Ker obravnavamo zvezno direktorsko polje, se lahko vpraSamo, katere koli¢ine in lastnosti se ohra-
njajo, ¢e polje zvezno deformiramo. Take lastnosti imenujemo topoloske lastnosti. Pri deformacijah
ne smemo vplivati na celovitost telesa, torej domene ne smemo rezati oziroma lepiti. Z deformacijami
torej spreminjamo geometrijske lastnosti snovi, ne pa topoloskih.

2.1 Homotopije in homotopski razredi

Naj bo I =[0,1] in D C R? ter f in g krivulji I — D. Homotopija med krivuljama f in g je zvezna
funkcija H : I x [0,1] — D, da Vx € I velja H(z,0) = f(z) in H(z,1) = g(x). Primer homotopije je
preslikava med dvema krivuljama f, g : R — R3, ki si jo lahko predstavljamo kot zvezno deformacijo
krivulje f v krivuljo g in jo vidimo na sliki 1.

Slika 1. Deformacija krivulje f v krivuljo g.

Ce za funkciji f,g : D — S velja, da med njima obstaja homotopija, pravimo, da sta f in g
homotopni. Homotopija je ekvivalen¢na relacija, zato lahko zanjo definiramo ekvivalen¢ne razrede,
ki jih imenujemo homotopski razredi in jih oznac¢imo z [e]. Ce sta krivulji f in g homotopni, po
definiciji razredov pripadata istemu homotopskem razredu.

f homotopna g = 1f] = 9]

2.2 Spoj krivulj in prva homotopska grupa

Naj bosta f in g zvezni krivulji [0,1] — D. Zanju lahko definiramo spoj fUg : [0,1] — D s
predpisom [3]

f(2t); t <
g(2t—=1); t=

(fUg)t) = {

N[ N[

Pri spoju (f U g)(t) z veCanjem parametra ¢ najprej prepotujemo prvo krivuljo f, nato pa drugo g.
Zato je krivulja f U g zvezna, ¢e in samo ¢e velja f(1) = ¢(0), torej ¢e se g zacne, kjer se f konca.
Prikaz tega vidimo na sliki 2.

Definirajmo $e spoj ekvivalenénih razredov krivulj kot [f] U [¢] = [f U g¢], kar pomeni, da
obravnavamo krivulje, ki so homotopne spoju krivulj f U g.

Spoj krivulj ni asociativen, velja pa, da ne glede na to, kateri dve izmed treh krivulj najprej
spojimo, najprej prepotujemo prvo, nato drugo, nato tretjo, torej je tir enak. Prikaz tega vidimo
na sliki 3.

Zato sta krivulji, ki ju dobimo z dvema spojema treh krivulj, homotopni, spoj homotopskih
razredov pa je asociativen, oziroma

LAV IgD VAl = [TV gl U [n]) -

Konstantna krivulja vse vrednosti parametra slika v isto toc¢ko, zato za krivuljo, ki je homotopna
konstantni krivulji fronst (f) = 2o, reCemo, da je homotopna tocki xg.
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Slika 2. Prikaz zveznosti spoja krivulj. Za to morata biti krivulji staknjeni.

(fUg)t)

(gUh)(t)
(fUgUhR)(t)

Slika 3. Prikaz asociativnosti spoja krivulj izklju¢no v smislu homotopskih razredov.

Za vsako krivuljo f lahko definiramo nasprotno krivuljo f~ s predpisom

fm(t)=f1-1),

razumemo pa jo kot krivuljo z enako sliko kot f, le da je parametrizirana v nasprotni smeri. Prikaz
nasprotne krivulje vidimo na sliki 4.

Slika 4. Prikaz krivulje f in njej nasprotne krivulje f~.

Spoj krivulje in nasprotne krivulje f U f~ je sklenjena krivulja z enakim tirom kot f in f~. Ta
spoj je homotopen tocki f(0), namre¢ obstaja homotopija

F(t,s) = (fUf)(ts),

pri kateri zanko enakomerno krajsamo proti zacetnemu krajis¢u vzdolz tira krivulje.
Homotopnost tocki lahko zapiSsemo z ekvivalen¢nimi razredi

[[f U fi]] = [[fkonst]] .

Obravnavali bi radi krivulje, za katere je spoj zvezen, ne glede na izbiro ene ali druge. Spomnimo
se, da je spoj f U g zvezen, ¢e sta krivulji sklenjeni, torej ¢e velja f(1) = g(0). Ker mora to veljati
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za vsak par krivulj, velja tudi f(1) = f(0), kar je definicija sklenjenih krivulj oziroma zank. Tocko
f(0) = f(1) = xp imenujmo krajisce zanke, ki naj ostane konstantno tudi pri homotopijah. Oglejmo
si nekaj lastnosti takih zank.

2. Spoj ni asociativen, asociativnost pa velja do homotopije natanc¢no.

3. Za spoj nimamo enote (identi¢nega elementa), do homotopije natanéno pa kot enota sluzi
konstantna zanka fronst () = 0.

4. Za spoj nimamo inverznih elementov, za krivuljo f je pa spoj z inverzno zanko f U f~ homo-
topen enoti — konstantni zanki fronst-

Ce namesto zank obravnavamo homotopske razrede, mnozica razredov ustreza lastnostim grupe,
tako grupo pa imenujemo prva homotopska grupa topoloskega prostora D okrog tocke xg, ki jo
oznacimo kot

™ (Dva) .

Ce bi obravnavali zanke s krajiséem v x;, bi vsako zanko s krajiséem v zo lahko spojili z zanko s
krajistema v zg in z; ter tako nasprotno zanko, torej fu; = fo; sz U foo U fr, 5u- Zato so homo-
topski razredi okrog razli¢nih tock v s potmi povezanem prostoru enaki do izomorfizma natanéno.
Ker homotopske grupe niso odvisne od izbire tocke, je ne piSemo.

Prva homotopska grupa je mnozica homotopskih razredov zank. Z njo spoj igra vlogo nekaksnega
sestevanja, izvemo pa, katerim zankam je homotopen spoj dveh zank. Ce vsak homotopski razred
ostevil¢imo, je Stevilo topoloskega razreda, ki ga dobimo s spojem dveh razredov, kar vsota Stevil
obeh razredov v spoju.

Topologki prostor ima neskon¢no homotopskih grup 7y, kjer indeks k£ predstavlja dimenzijo do-
mene zveznih funkcij, za katere definiramo homotopijo. Primer je druga homotopska grupa o,
pri kateri obravnavamo homotopije (dvorazseznih) ploskev. V naSem primeru obravnavamo (eno-
razsezne) zanke, in posledi¢no prvo homotopsko grupo mp, ki jo imenujemo tudi fundamentalna
grupa.

2.3 Prva homotopska grupa m; raznih prostorov

2.3.1 m; enostavno povezanega prostora

Najenostavnejsi prostor je enostavno povezan prostor. V tem so vse zanke homotopne konstantni
zanki, torej obstaja samo en homotopski razred. Vsaka fundamentalna grupa ima zato le en element
— konstantno zanko oziroma tocko. Primer takega prostora je krog, saj v njem lahko vsako zanko
skréimo v tocko. Prav tako lahko v toc¢ko skréimo spoj dveh zank. Naj bo fionst konstantna zanka
v D. Fundamentalna grupa enostavno povezanega prostora se glasi

! (Denost. pov.) = {[[fkonst]]} .

Pri grupah nas obicajno ne zanimajo elementi, ampak njihova struktura, ki se ohranja pri izomor-
fizmih. Zato lahko brez izgube splosnosti v grupi operacijo spoja zank in enoto [ fkonst] zamenjamo
z operacijo seStevanja in enoto 0. Zato lahko zapisemo izomorfno grupo

7Tl(l)enost. pov.) = {0} .

4 Matrika 12 (2025) 2




Topoloske lastnosti nematikov

2.3.2 m; kroznice in ovojno Stevilo

Oglejmo si e fundamentalno grupo 7 za kroznico S'. Kroznica je povezana s potmi, zato nam
spojne tocne ni treba navesti. NajenostavnejSa zanka, ki ni homotopna tocki, je zanka, ki kroznico
obide enkrat, saj take zanke ne moremo skréiti v tocko. Oznaéimo tako zanko z f;. Njena nasprotna
zanka kroznico obide v nasprotni smeri. Zanko f; lahko veckrat spojimo samo s seboj oziroma
z njeno nasprotno zanko. Nova zanka kroznico obide k-krat, kjer je k razlika stevil, ki povesta
kolikokrat f in f~ nastopata v spoju. Take zanke ozna¢imo z fj in so med seboj homotopne, ¢e in
samo Ce je njun indeks enak. Vidimo jih na sliki 5. Tako dobimo razlicne homotopske razrede, ki
tvorijo fundamentalno grupo

m(SY) = {[fil; keZ}.

NOYOY

Slika 5. Zanke, ki predstavljajo razlitne homotopske razrede kroznice S'. Loé¢i jih ovojno stevilo — kolikokrat in v
kateri smeri ovijejo kroznico.
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Podobno kot v primeru enostavno povezanega prostora, struktura grupe ni odvisna od izbire fi,
zato piSemo izomorfno fundamentalno grupo

7T1(Sl) =

S tem izomorfizmom smo dobili bijekcijo [fx] — k, torej smo formalno ostevil¢ili homotopske
razrede. V primeru kroznice to Stevilo predstavlja Stevilo ovojev in ga imenujemo ovojno stevilo, ki
ga poznamo iz kompleksne analize.

V primeru kroznice si fundamentalno grupo lahko predstavljamo kot kolut, na katerega navijamo
vry, ki se ne zavozla. Ce kolut z vrvjo enkrat ovijemo v eno smer, je to ravno nasprotno, kot da bi
kolut ovili v drugi smeri, Stevila ovojev se pa seStevajo kot cela Stevila.

2.4 Resitve in defekti

2.4.1 Ravninski nematiki

Obravnavajmo domeno oblike tankega valja, da je viSina valja veliko manjsa od polmera. Za robna
pogoja na osnovnih ploskvah vzemimo, da je direktor poravnan vzporedno s ploskvama. Ker je
valj tanek, lahko predpostavimo, da se direktorsko polje vzdolz viSine valja bistveno ne spremeni.
Direktor je tako v celotni domeni vodoraven, zato se fazni prostor z enotske sfere skréi na ekvator
enotske sfere, torej na enotsko kroznico, domeno pa lahko obravnavamo kot dvorazsezno.

Obravnavamo direktor, ki je definiran na krogu, lezi pa v ravnini, natan¢neje na kroznici. Zato
je direktorsko polje n funkcija

n:DCR*—Sh.

2.4.2 Cela ovojna Stevila

Kot robni pogoj direktorja na zunanji kroznici lahko predpiSemo, da direktor kaze v konstantni

smeri X, torej = x. Na domeni (krogu) je direktor resitev diferencialne enacbe, ki je ne bomo

fil oy
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obravnavali, resitev si pa lahko predstavljamo kot polje z najmanjSo ukrivljenostjo. Za robni pogoj

n = X dobimo resitev

oD
n(r)=x,

torej direktor na celotnem krogu kaze v smeri x. Ta reSitev ni ukrivljena, vidimo jo na sliki 6, delu
(a).

Za robni pogoj bi lahko predpisali, da direktor kaze ven, torej fl| ap = P Kjer je p polarni
oziroma cilindri¢ni radialni enotski bazni vektor. Izkaze se, da tedaj dobimo resitev

Bazni vektor p(r) ni definiran za p = 0, torej ima resitev nezveznost v tocki 0, kar vidimo na sliki
6, delu (b). Tako nezveznost imenujemo topoloski defekt in ga ne moremo odstraniti z zveznimi
preslikavami, namre¢ tako defekt lahko le premikamo.

Zakaj pa v enem primeru dobimo defekt, v enem pa ne? Imejmo zanko, homotopno robu
v € [0D], torej zanka v enkrat ovije kroznico. Na tej zanki ovrednotimo direktorsko polje n(r):

18, g

V faznem prostoru tako dobimo zanko n(v(t)), za katero zelimo, da je zvezna. Kompozitum no~ je
zvezen, Ce sta zvezna n in . Zanka 7 je po predpostavki zvezna, zato je kompozitum n o~y zvezen,
¢e in samo Ce je zvezen n. Drugace reteno, zanka v faznem prostoru je zvezna, e in samo Ce je
zvezno direktorsko polje okrog zanke v domeni.

Imejmo zanki n o v homotopno zanko n o 4'. Da sta zanki homotopni, moramo pri deformaciji
~ v njej homotopno v paziti, da je direktorsko polje okrog zank vedno zvezno, torej da ostanemo
na zveznem delu resSitve. Ta pogoj lahko upostevamo, da obravnavamo samo del domene D, na

katerem je direktorsko polje n zvezno povsod, torej D — D’ﬂ(r) S

(a)f=% (b)fi=p

Slika 6. Direktorski polji fi za razliéna robna pogoja. Crni vektorji predstavljajo vrednosti direktorja v raznih tockah,
sive Crte so pa silnice direktorskega polja. Robna kroznica predstavlja rob domene, na katerem prepiS§emo robni pogoj
za direktorsko polje. (a) Direktor je definiran povsod. (b) Direktor je definiran skoraj povsod, z nezveznostjo v p = 0,
ki je oznacena s ¢rno tocko.

Ker je n tedaj zvezna na celotni domeni D, sta prostora D in n(D) homotopna in imata zato
enaki fundamentalni grupi .

V primeru (a) je zanka v faznem prostoru konstantna zanka oziroma tocka x. Vse zanke v D
so torej homotopne tocki, domena je posledi¢no brez lukenj oziroma defektov. V primeru (b) zanka
v faznem prostoru kroznico ovije enkrat, zato je sama kroznica. Domena D je zato homotopna
kroznici. Kroga ne moremo zvezno deformirati v kroznico, zato mora imeti D lunkjo. Zadosca, da
odstranimo eno tocko, kjer mora biti defekt.
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Za kroznico vemo, da sta zanki homotopni, ¢e imata enako ovojno stevilo. Ovojno $tevilo robnega
pogoja je v primeru (a) enako 0, v primeru (b) pa 1, zato je zanka v primeru (a) homotopna tocki,
zanka v primeru (b) pa ni.

S podobnim razmislekom ugotovimo, da za vsak zvezni robni pogoj, katerega ovojno Stevilo
ni enako 0, domena ni homotopna tocki in dobimo defekt. Zato defekte pri ravninskih nematikih
ozna¢imo z ovojnim $tevilom (na sliki 6 (a) vidimo +1 defekt).

Ravninske resitve smo dobili, ker smo predpostavili translacijsko simetrijo v z. Ce ima resitev
defekt, zaradi simetrije defekt obstaja na celotni osi vzdolz z, torej zares obravnavamo c¢rtasti defekt.

2.4.3 Zrcalna simetrija gradnikov in polcela ovojna Stevila

Tekoce kristale sestavljajo mikroskopski delci, ki se v nematski fazi poravnajo v orientacijsko uredi-
tev z osno simetrijo, ki jo opiSemo z direktorskim poljem. Ugotovili smo ze, da je tedaj fazni prostor
enak enotski sferi S%. Pri taki obravnavi nematikov ne upostevamo njihove simetrije. Ce vektor
obrnemo, dobimo nasprotni vektor, ¢e pa enako storimo z osno ter zrcalno simetri¢nim objektom, pa
dobimo enak objekt. Zato pri definiciji direktorja upostevajmo Se ekvivalenco nasprotnih vektorjev

|Inj| =1 —N < n.

Tej definiciji ne ustreza nobeno realno vektorsko polje, a kljub temu direktorje Se vedno lahko obrav-
navamo kot vektorje, ki so definirani do predznaka natan¢no. Fazni prostor normiranih vektorjev
je enotska sfera S?, a brez izgube splognosti vse vektorje, ki kazejo pod ekvator, obrnemo. Tako za
fazni prostor dobimo zgornjo polovico enotske sfere, pri kateri na njenem robu pare nasproti lezec¢ih
tock obravnavamo kot isto tocko. Tako polsfero imenujemo realna projektivna ravnina RP?.

V primeru ravninskih nematikov se fazni prostor skréi na ekvator enotske sfere, torej kroznico.

Vemo ze, da za zvezni robni pogoj dobimo, da je ovojno Stevilo celo stevilo. Ker sta nasprotni
tocki kroznice isti, krivulja v faznem prostoru potrebuje oviti le pol kroznice, torej so dovoljena tudi
polcela stevila. Zato velja 2k € Z. Ta mnozica je izomorfna celim Stevilom, zato ima direktorska
preslikava kroznice isto fundamentalno grupo kot kroznica, kar zapisemo kot

m(aSh) =7Z.

S celotno kroznico tako dvakrat pokrijemo pol kroznice, kar je razlog za polcela ovojna Stevila.
Primerjavo med resitvama s celim in polcelim ovojnim $tevilom vidimo na sliki 7. V primeru (a)
dobimo direktorsko polje z ovojnim Stevilom 1, ki je definirano skoraj povsod, razen v tockastem
defektu, ki predstavlja fizikalni defekt. V primeru (b) pa dobimo direktorsko polje z ovojnim Stevilom
1/2, ki je definirano skoraj povsod, razen v tockastem defektu, ki predstavlja fizikalni defekt ter na
poltraku, ki ne predstavlja fizikalnega defekta, temve¢ neupostevanje zrcalne simetrije nematika.
Na tem poltraku polje matemati¢no ni zvezno, fizikalno pa. Izrez poltraka iz domene v splosnem
velja za vsa polcela ovojna Stevila.
Polcela stevila poznamo tudi kot polcelostevilski spin v kvantni mehaniki, ki ga dobimo s podobnim
razmislekom.

2.5 Splosni nematiki

2.5.1 m; sfere

Oglejmo si fundamentalno grupo 7 za sfero S2. Obravnavajmo zanko, ki lezi na ekvatorju sfere in
jo ovije enkrat. Tako zanko lahko po vzporednikih zvezno izmikamo proti polu, zato je taka zanka
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(a) k=1 (b) k =

1
2

Slika 7. Direktorski polji nn za razli¢ni ovojni Stevili. (a) Celostevilsko ovojno stevilo & = 1. (b) Polcelostevilsko ovojno
Stevilo k = % S ¢rtkano ¢rto je oznacen rez, na katerem direktor zavzame vrednost n = +X.

homotopna konstantni zanki oziroma tocki. S podobnim razmislekom ugotovimo, da so vse zanke
homotopne tocki. Prva homotopska oziroma fundamentalna grupa sfere je torej enaka fundamentalni
grupi enostavno povezanega obmocja

sl (SQ) = 7T'1(Denost. pov.) = {0} .

To pa ne pomeni, da je sfera enostavno povezano obmocje, saj se razlikujeta v drugi homotopski
grupi, namre¢ sfera je votla, enostavno povezano obmocje pa ne.

2.5.2 71 realne projektivne ravnine

Obravnavajmo domeno oblike dolgega valja v smislu, da je visina valja veliko ve¢ja od polmera.
Os valja ozna¢imo z z. Za robni pogoj na plas¢u zahtevajmo translacijsko simetrijo v smeri z.
Zato predpostavimo, da je translacijsko simetricno tudi direktorsko polje, zaradi Cesar izgubimo
prostorsko stopnjo. Direktor zato lahko zapisemo kot funkcijo s kroga na sfero

h:DcCR?—>S%.

Vemo, da je prva homotopska grupa sfere trivialna (grupa z enim elementom, ki jo obi¢ajno pisemo
{0}), a moramo upostevati Se zrcalno simetrijo nematika. Znano nam je, da so v faznem prostoru

—%(0). Na sferi S? te niso zanke, so pa zanke v projektivni ravnini RP2. Ker nasproti lezecih krajisc
na sferi ne moremo zvezno premakniti v eno krajis¢e in obratno, take krivulje niso homotopne
zankam na sferi, so pa homotopne med seboj. Zato v fundamentalni grupi dobimo Se en homotopski
razred. Ce spojimo dve krivulji, homotopni 7, dvakrat obhodimo pol sfere, torej dobimo zanko

spoj dveh zank pa prav tako. Spoj = in ¥ pa je homotopen 7. To zapisemo kot

Mulhl=Wuvil=hi,
BIuvi=hIvia) =kl

Dobimo fundamentalno grupo z dvema homotopskima razredoma

Wl(ﬁ(Denost. pov.)) - {[[7]]’ [[:ﬂ]} .

Prostor f(Denost. pov.) je realna projektivna ravnina RP2, z zvezami za spoje pa dobimo grupo z
dvema elementoma — cikli¢no grupo Zo, ki predstavlja permutaciji dveh elementov. Tako dobimo
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fundamentalno grupo projektivne ravnine
m (RP?) = Z, .

Za neravninski nematik ima fundamentalna grupa torej dva elementa — krivulje, ki v faznem
prostoru opravijo cele ovoje, ter krivulje, ki opravijo polcele ovoje. Ta dva elementa lahko razumemo
kot cela in polcela ovojna Stevila, saj s homotopijami ovojna Stevila lahko spremenimo za celo stevilo.
To pomeni, da pri ravninskem nematiku za katerikoli celostevilski robni pogoj v notranjosti dobimo
celostevilski defekt ter podobno za polcela Stevila.

2.6 Resitve in defekti

7 novo prostostno stopnjo si spet oglejmo resitvi za robna pogoja ﬁ‘aD = X ter ﬁ‘aD = p. Za robni
pPOgoj fl‘ ap = X dobimo enako resitev kot pri ravninskem nematiku — konstantno polje n = x,
saj so ravne silnice najmanj ukrivljene. Za robni pogoj ﬁ‘ ap = P smo za ravninski nematik dobili
¢rtasti defekt 4+1. Ta ni odstranljiv, saj fundamentalno grupo kroznice osteviléi ovojno stevilo. Za
neravninske nematike pa vemo, da so krivulje s celostevilskimi ovojnimi $tevili homotopne, zato
obstaja resitev, pri kateri namesto defekta +1 dobimo defekt 0, s ¢imer se znebimo defekta. Izkaze
se, da direktorsko polje tedaj Se vedno ohranja osno simetrijo, z veCanjem polmera se pa nagiba ven
iz ravnine, da v osi velja n(p = 0) = £2. Temu pojavu retemo pobeg iz ravnine, eno izmed dveh
zrcalno simetric¢nih resitev pa vidimo na sliki 8.

Oglejmo si 8e robni pogoj fl!aD = cos($)x +sin(¥)y za azimutalni kot ¢ € [0, 27]. Ravninsko
resitev, torej n-z = 0, smo si ogledali Ze na sliki 7, saj ima robni pogoj ovojno Stevilo +%. Vemo pa,
da polcelostevilska ovojna Stevila niso homotopna celostevilskim, torej niso homotopna brezdefektni
resitvi (k = 0). Posledi¢no za polcelostevilsko ovojno stevilo popolni pobeg iz ravnine ni mogo¢ in
v vsakem primeru v domeni dobimo polcelostevilski ¢rtasti defekt vzdolz osi.

= ~ ) 7 5
= AN f y. 4 =
= w f >4 -
= A f x =
= A S f P4 -
= AS f 4 -
= W, f > 4 =

> A 2
—a -5 0 5 a

Slika 8. Presek direktorskega polja vzdolz osi (y = 0) neskon¢nega valja polmera a z osjo z. Prikazana je resitev, pri
kateri se direktor v osi nagne v smeri h = 2. Ta reSitev nima defektov.

3. Homotopije ploskev

Do sedaj nas je pogosto zanimalo, kaksne so topoloske lastnosti resitev, ki jim predpiSemo vrednost
na robu. Resitev ni vsebovala defektov, Ce je bila krivulja direktorja, ovrednotenega na robu,
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homotopna tocki. Utegnilo bi nas zanimati, ¢e reSitvi pri enakih robnih pogojih lahko zvezno
preslikamo eno v drugo, torej ¢e sta homotopni. Fizikalno bi to pomenilo, da se lahko ena reSitev
preobrazi v drugo resitev, npr. ker je ta energijsko ugodnejsa.

3.1 Spoj ploskev in druga homotopska grupa

Ker skusamo preslikati resitve, definirane na (vsaj) dvorazsezni domeni, moramo obravnavati ho-
motopijo zveznih ploskev. Zanje brez izgube sploSnosti predpostavimo, da so preslikave z enotskega
kvadrata
f:00,1] x [0,1] — R3.

Za ploskve definiramo spoj, ki ga za ploskvi f in g dobimo s predpisom, podobnim predpisu za spoj
zank,

f(2u,v); u <
gQ2u—-1,v); u>

NI DI

(fUg)(u,v) = {

Za ploskve hotemo definirati homotopsko grupo, katere elementi so homotopski razredi glede na
homotopijo ploskev.

1. Podobno kot pri krivuljah, je spoj zveznih ploskev zvezen in dobro definiran, ¢e velja f ‘ op =
g‘ ap = %o € D, torej, ce sta ploskvi zakljuceni. Tako imamo lastnost zaprtost.

2. Asociativnost dobimo s podobnim sklepom kot pri spoju krivulj.

3. Poznamo konstantno ploskev f(u,v) = xo, ki ji pogosto recemo tocka, vendar jo moramo
razlikovati od konstantne krivulje. Ta sluzi kot enota spoja.

4. Definiramo Se nasprotno ploskev f~(u,v) = f(1 — u,v), ki sluzi kot nasprotni element.

S temi lastnostmi dobimo grupo, ki jo imenujemo druga homotopska grupa in jo oznac¢imo kot
ma(D) .

3.2 Druga homotopska grupa my raznih prostorov

3.2.1 w5 enostavno povezanega prostora

Trivialno' drugo homotopsko grupo dobimo v enostavno povezanem prostoru, kot je enotska krogla.
Enostavno vidimo, da vsako zakljuceno ploskev, ki lezi znotraj krogle, lahko skré¢imo v tocko oziroma
konstantno ploskev. ZapiSemo torej

WQ(Denost. pov.) = {O} .

3.2.2 7, sfere, topoloski naboj in topoloski soliton

Pri domeni oblike dolgega valja s translacijsko simetrijo smo obravnavali domeno direktorja kot
krog, ki je dvorazsezna enostavno povezana mnozica. Zato nas tedaj zanimajo homotopije ploskev
v faznem prostoru n(D), torej druga homotopska grupa me(n(D)). Vemo ze, da v dolgem valju z
robnim pogojem ﬁ}aD = p dobimo dva pobega iz ravnine, za katera v sredis¢u velja n(p = 0) = +2z.
Robni pogoj lahko zvezno nagnemo v robni pogoj fl‘ op = 2Z- Pri tem eno izmed resitev zvezno
nagnemo v trivialno resitev n = z, druga reSitev pa se vzdolz polmera domene obrne navzdol. Za
tak robni pogoj sta resitvi torej konstantna ploskev n = 2z, ki je v faznem prostoru tocka z, ter
obrat, ki v faznem prostoru enkrat pokrije sfero.

!Trivialna grupa je grupa z enim elementom, ki jo obi¢ajno piSemo za operacijo seStevanja, torej {0}
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Sfere, razpete na sferi, ne moremo zvezno deformirati v tocko, zato sfera ni homotopna tocki.
To lahko fizikalno osmislimo z dejstvom, da so milni mehurji obstojni kljub nacelu minimizacije
povrsine (¢e ne pocijo). Ker resitev z obratom ni homotopna konstantni resitvi, resitev ne moremo
zvezno deformirati med seboj.

Omenili smo ze, da je energija resitve sorazmerna z ukrivljenostjo, zato ima trivialna resitev
n = z, ki ni ukrivljena, najnizjo energijo. Ta je energijsko najugodnejsa, torej je energijsko obstojna.
Resitev z obratom ima vi§jo energijo, a ni homotopna trivialni, zato ne more preiti v energijsko
ugodnejse stanje. Retemo, da je topolosko obstojna, resitvam, ki so topolosko obstojne, pa pravimo
topologki solitoni. Te resSitve so zvezne povsod, zato niso enake topoloskim defektom. Prav tako
niso le lokalni minimi energije, namre¢ so obstojni na perturbacije, ki so dovolj majhne, da ohranijo
zvezno polje (tipi¢no so to energije, veliko veéje od energije defekta).

Oglejmo si Se resitev pri kateri direktor vzdolz polmera v polarnem kotu opravi celoten obrat,
torej se obrne za 2mw. Ploskev v faznem prostoru predstavlja dvojno pokritje polsfere, torej skoraj
vsako tocko na polsferi obisée dvakrat. Direktorje notranjega dela resitve, na katerem se direktor
obrne za kot m, lahko zvezno zavrtimo okrog osi z za kot m. Tako spet dobimo resitev, ki predstavlja
dvojno pokritje druge polovice sfere in pri kateri direktor kaze v smereh t in z. Lahko se prepri¢amo,
da se tedaj pri celotni resitvi direktor vzdolz polmera me obrne, torej je ta reSitev homotopna
konstantni ploskvi. Veckratna pokritja podobno prevedemo na trivialno resitev ali na soliton.

Sprva nepovezan problem je krogelna domena, ki ji predpiS§emo robni pogoj na sferi. Trivialni

robni pogoj je konstantni robni pogoj = z, ki da konstantno reSitev n = z. Najenostavnejsi

i,
netrivialni robni pogoj pa je ﬁ} op = I, Kjer je I sfericni radialni bazni vektor. Ta sferitno simetri¢ni
pogoj da sferiéno simetri¢no resitev n = £. V tocki r = 0 ima ta resitev tockasti defekt. Naj bosta

¥ in ¢ krogelna kota, s katerima parametriziramo domeno. Tedaj velja

A
&
p. P \
Y A |
/:'
7 N i /
4 /

Slika 9. (a) Sferi¢ni robni pogoj n
Prirejeno po [1].

op = I (b) “pocesan” v ﬁ|6D = %, z izjemo osencenega obmocja s solitonom.

Posledica je, da so veckratni ovoji v polarnem kotu med seboj homotopni. Podobnost je bolj
o¢itna, ¢e direktor na sferi fl| ap = T “pocesemo”, da na vecini sfere velja ﬁ‘ op = —2. Tedaj na
nepocesanem delu enostavno prepoznamo soliton. Prikaz tega vidimo na sliki 9.

Podobno kot smo doloéili prvo homotopsko grupo kroznice 71 (S'), bi radi doloéili drugo ho-
motopsko grupo sfere m2(S?). Pri zankah je homotopsko grupo osteviléilo ovojno $tevilo, podobno
invarianto pri ploskvah pa imenujemo topoloski naboj q. Ovojno Stevilo pove, kolikokrat se zanka
ovije okrog kroznice. Podobno lahko poskusimo storiti s ploskvami. Vemo ze, da so veckratni ovoji v
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polarni smeri homotopni tocki oziroma enkratnem ovoju. Zato topoloski naboj ne more biti ovojno
Stevilo v polarni smeri. Izkaze se, da veckratni ovoji v azimutalni smeri med seboj niso homotopni.
Zaradi tega sumimo, da je topoloski naboj ¢ ekvivalenten azimutalnemu ovojnemu Stevilu ter
da velja
m™(S?) =Z.

Izkaze se, da je vrednost homotopne grupe pravilna, sklep o topoloskem naboju pa ne povsem.
Razlog je, da se s parnostno transformacijo n — —n obrne predznak topologkega naboja ¢, kar za
ovojno Stevilo ne velja. Natanc¢neje, predznak dolocata smeri direktorja v polih ploskve, ki pokrije
sfero. Tockasti defekt torej do predznaka natanéno definira azimutalno ovojno stevilo, predznak pa
lahko zamenja orientacija direktorjev v polih defekta.

Za primer defekta vzemimo n = r. ReSitev je krogleno simetri¢na, zato je azimutalno ovojno
stevilo +1. Tako Ze vemo, da velja |¢| = 1. Ker v polih direktor kaze ven, dobimo predznak -+,
skupno pa to da ¢ = 1. Podobno bi za n = —1 dobili ¢ = —1. Pri tem robnem pogoju se direktor
na poti od enega pola do drugega obrne za kot m v smeri obhoda. Oglejmo si Se robni pogoj, pri
katerem se direktor zopet obrne za kot m, vendar v obratni smeri. Zaradi osne simetrije si defekta
lahko predstavljamo kot vrtenine ravninskih defektov +1 (radialnega) in —1 (hiperboli¢nega) v
polarnem kotu. Za hiperboli¢ni defekt prav tako velja |¢| = 1, predznak je pa zopet odvisen od
smeri direktorja na simetrijski osi. Obe vrsti defektov lahko vidimo na sliki 10.

g=1 qg=-1

| |

Slika 10. Dve vrsti defektov |g| = 1. Prikazana sta defekta radialne in hiperboli¢ne oblike, predznak ¢ pa je odvisen
od smeri direktorja v simetrijski osi. Prirejeno po [2]

3.2.3 o realne projektivne ravnine

Pri drugi homotopski grupi simetrija —h <= 1 ne da novih resitev, kot jih je pri ¢rtastih defektih,
zato mora biti druga homotopska grupa sfere enaka kot homotopska grupa projektivne ravnine
(polsfere v faznem prostoru), kar zapisemo

To(RP?) = 7.
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Pri kroznici smo simetrijo lahko upostevali, ker smo S' prerezali in dobili povezano mnozico. Izkaze
se, da je S' edina hipersfera S”, ki jo lahko enkrat prerezemo in dobimo povezan prostor. Zato tudi
drugo homotopsko grupo sfere, enako kot prvo, oSteviléi azimutalno ovojno Stevilo, ki pa je v tem
primeru kljub direktorski simetriji vedno celostevilsko.

4. Resitve z ve¢ defekti

V nematikih pogosto zasledimo ve¢ topoloskih defektov, zato se utegnemo vprasati, kaksna je resitev
z ve¢ defekti. Najprej si oglejmo ravninske nematike. Spomnimo se, da ravninske defekte ostevilci
ovojno Stevilo, ko ovijemo dve singularnosti oz. defekta, pa se ovojni Stevili defektov sestejeta.
NajenostavnejSe to vidimo v primeru defektov +1 in —1 na sliki 11, levo. Podobno dobimo pri
ravninskih ¢rtastih defektih 4+1/2 in —1/2, kar vidimo na sliki 11, desno. Ce direktorsko polje
predstavimo z vektorskim, vemo, da za polcelostevilski defekt na poltraku s krajiséem v defektu
dobimo matematiéno nezveznost, ki jo izrezemo z domene. Ce imamo v domeni dva defekta, lahko
brez izgube splosnosti reza povezemo in tako matemati¢no nezveznost omejimo na daljico med
defektoma [1].

k=+1 k=41/2

\\\\\\\...\\\\\\.
AN — NN\ TN =~

b v / = b= N
\¢\ N \» 9"'b

e Y e Bl i

=3 Z z z z z =3

Slika 11. Para defektov z obhodnim $tevilom k = %1 ter k = £1/2. Prirejeno po [4]

V obeh primerih par defektov od dale¢ dobi obliko defekta 0, torej brezdefektne resitve. Razlog
je, da se ovojni stevili defektov v obeh primerih sestejeta v 0.

Za nematike je energijsko ugodno, da so lokalno poravnani, zato se ukrivljenost silnic minimizira.
Za para defektov +1 in 41 /2 ukrivljenost silnic narasc¢a z medsebojno razdaljo, zato defekta obcutita
privlaéno silo. Ce defektov ne pritrdimo, se zaéneta zblizevati in se uni¢ita. Podobno lahko zaradi
fluktuacij tekoc¢ih kristalov v brezdefektnem mediju nastane par defekt-antidefekt. Na protiznacna
defekta zato lahko gledamo kot antidelca — v obeh primerih obravnavamo toc¢kasto in stabilno
anomalijo v polju, ki ima dolgorazsezne ucinke na celotno polje.

Podobno par istoznaénih defektov ob¢uti odbojno silo. Par defektov 41 zaradi seStevanja ovojnih
Stevil od dale¢ izgleda kot +2 defekt. Majhna motnja lahko povzroci, da se defekt +2 razcepi na
dva defekta +1, ki se zaradi odbojne sile lo¢ita. Prav tako se defekt +1 lahko lo¢i na dva defekta
+1/2.

Pri domeni oblike dolgega valja smo za robni pogoj n|,,, = p dobili pobeg iz ravnine. Nastopil
je, ker se zrcalna simetrija vzdolz osi z zaradi labilne lege resitve n = p spontano zlomi v enega
izmed pobegov. Fizikalno se to zgodi zaradi lokalnih fluktuacij tekocekristalnih molekul, lokalni
zlom simetrije pa ravna vedno bolj oddaljene dele nematika. Pri zlomu simetrije se znacilno zgodi,
dobimo trorazsezne tockaste defekte, kar vidimo na bllkl 12.

Na sliki 12 opazimo, da je zgornji defekt radialne oblike, na osi pa direktor kaze navzven, zato
je topologki naboj defekta ¢ = 1. Spodnji defekt zavzame hiperboli¢no obliko, na osi pa direktor
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Slika 12. Pobeg iz ravnine. Simetrija se zlomi spontano, zato se direktor nekje obrne v eno smer, nekje v drugo, na
mejah pa nastanejo tockasti defekti. Vidimo stik +z, —2, +2 ter zato dva defekta. Prirejeno po [2]

kaze navznoter, zato zanj velja ¢ = —1.

Za trorazsezne tockaste defekte velja, podobno kot za Crtaste, da se istozna¢na defekta odbijata,
protiznacna pa privla¢ita in unic¢ita. Podobno tudi defekti z ve¢jimi topoloskimi naboji g razpadejo
na manjse, kjer za elementarni defekt velja ¢ = +1.

Za polcelostevilski ¢rtasti defekt, npr. +1/2, velja, da moramo pri obravnavi direktorja kot
vektorja prostor prerezati s polravnino, ki sega do defekta. Ce to ravnino preckamo, se direktorju
obrne smer in zato tudi predznak ¢q. Tockasti defekt se z enojnim obhodom ¢rtastega defekta
preobrazi v sebi nasproten defekt, topoloski naboj ¢ pa tako ni ve¢ dobro definiran — samo do
predznaka natancno. Posledica te ugotovitve je, da lahko eden izmed para istoznaénih defektov
obide polcelostevilski ¢rtasti defekt, pri tem zamenja predznak in se nato z drugim defektom unici

[3]-

Naj ima nematik Stevilne ¢rtaste in tockaste defekte. Celostevilski ¢rtasti defekti lahko razpadejo
na +1/2 ¢rtaste defekte. Nekateri izmed njih se lahko zdruzijo v £1 defekte in pobegnejo iz ravnine
ostali tockasti defekti se med seboj na polcelostevilskih ¢rtastih unicujejo. Ko ¢rtastem solitonu
odstranimo tockasto krajisce, tudi ta razpade. Po mnozi¢nem uni¢enju v nematiku praviloma ostane
najvec en tockasti defekt in najveC en Crtasti defekt.

5. Zakljucek

S teorijo homotopij in homotopskih grup smo spoznali, kako izgleda direktorsko polje v raznih
domenah in robnih pogojih. Izvedeli smo, katere koli¢ine opisujejo Crtaste in tockaste defekte ter
kaksna je interakcija med njimi. Ugotovili smo, da je ta podobna interakciji delcev in antidelcev.
To pravilno namiguje na dejstvo, da je topoloska obravnava sistemov klju¢na v Stevilnih na videz
nepovezanih podrocjih fizike.

14 Matrika 12 (2025) 2




Topoloske lastnosti nematikov

6. Zahvala
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