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Shorov algoritem je kvantni algoritem za faktorizacijo stevil. Clanek zacne s sifriranjem RSA, ki ga je mogoce
razbiti s Shorovim algoritmom, kar sluzi kot motivacija za nadaljno obravnavo. Sledi predstavitev teoreti¢nega ozadja
algoritma, vkljuéno z osnovami kvantnih vezij, kvantno Fourierovo transformacijo in oceno faze. Ti koncepti so nato
zdruzeni v celovit opis delovanja Shorovega algoritma, njegova uporaba pa je ponazorjena s faktorizacijo stevila 15.

SHOR’S ALGORITHM

Shor’s algorithm is a quantum algorithm for integer factorization. As a motivating example, this article presents
RSA encryption, which is known to be breakable using the Shor’s algorithm. Then it introduces the necessary theo-
retical background, including the basics of quantum circuits, the Quantum Fourier Transform and phase estimation.
These concepts are then combined into a complete explanation of Shor’s Algorithm, which is applied to factorize the
number 15.

1. Uvod

Razvoj kvantnih algoritmov predstavlja pomemben preboj v informacijski teoriji, pri ¢emer Shorov
algoritem sodi med najpomembnejSe mejnike na tem podroc¢ju. To je algoritem za ucinkovito fak-
torizacijo stevil, ki ga je leta 1994 razvil Peter Shor [!]. Z njim se lahko demonstrira, kako lahko
kvantni ra¢unalniki eksponentno pospesijo reSevanje doloc¢enih problemov v primerjavi s klasi¢nimi
pristopi.

V sklopu tega c¢lanka se bomo spoznali z delovanjem Shorovega algoritma in ostalimi kvantnimi
naceli, ki so potrebna za njegovo delovanje. To vklju¢uje osnove kvantnih vezij, kvantno Fourierovo
transformacijo, ocenjevanje faze, iskanje modularnega reda in algoritem veriznih ulomkov.

Najbolj znana uporaba Shorovega algoritma je desifriranje Sifriranja RSA, ki se uporablja za
avtentikacijske sisteme, dokazovanje izvirnosti dokumentov in spletno banénistvo. Kot motivacijo si
oglejmo njegovo delovanje. Sifriranje RSA je primer asimetri¢nega sifriranja, kar pomeni, da temelji
na nacelu javnega in zasebnega kljuca. Za tvorbo klju¢ev uporabimo naslednje korake:

e Izberemo veliki prastevili p in ¢, ki ju uporabimo za izra¢un modula n = p - q.

e Izracunamo Eulerjevo funkcijo ¢(n), ki pove stevilo stevil, manjsih ali enakih n, ki z n nimajo
skupnih deliteljev razen ena. Za prej uvedeno stevilo n = pq velja ¢(n) = (p — 1)(q¢ — 1) [2].

e Izberemo javni eksponent e tako, da velja 1 < e < ¢(n) in da je najvecji skupni delitelj e
in p(n) enak 1, torej, da je ged(e, p(n)) = 1. Preostane nam le Se iskanje multiplikativnega
inverza Stevila e. Z drugimi besedami, iS¢emo tak zasebni eksponent d, ki izpolni enacbo
d-e=1 (mod ¢(n)), kar storimo s pomocjo razsirjenega Evklidovega algoritma [2].

Tako smo pridobili javni kljué, sestavljen iz modula n in javnega eksponenta e, ter zasebni kljuc,
ki vsebuje le zasebni eksponent d. Zdaj lahko nase sporocilo m zasifriramo s ¢ = m® (mod n) in
degifriramo s ¢ = (m®)? = m (mod n) [2]. Tu nastopi vloga Shorovega algoritma, saj je predpo-
stavka varnosti Sifriranja RSA to, da ne moremo uc¢inkovito faktorizirati modula n in tako pridobiti
njegovih prafaktorjev p in g, ki bi omogocila, da poistemo zasebni eksponent d.

@®® (©2025 Avtor(ji). Originalna vsebina tega dela se lahko uporablja pod pogoji licence Creative
Commons Attribution-ShareAlike 4.0.
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2. Kvantna vezja

2.1 Kubit

Preden se poglobimo v delovanje Shorovega algoritma,
se moramo spoznati z nekaj osnovnimi pojmi kvantnega
racunalnisStva, ki temelji na uporabi kubita. Iz klasi¢nega sveta
poznamo pojem bitov, ki zavzemajo stanji 0 ali 1. Kubi-
tovo stanje pa tvori linearna kombinacija oziroma superpozicija
stanj |0) in |1). Stanje kubita zapisemo s [¢) = «|0) + S 1),
kjer sta o in B kompleksni stevili. Velja, da je |a|? verjetnost,
da izmerimo |0), in |3|? verjetnost, da izmerimo |1). Veljati
mora tudi |a|? + |3 = 1, da je vsota verjetnosti enaka ena.

Tako lahko stanje zapiSemo tudi v drugacni obliki, in sicer kot
) = COS% |0) + e Sing [1). S tem vpeljemo dve spremen- Slika 1. Vizualizacija stanja |¢)) na Blo-
ljivki: azimutski kot ¢ in polarni kot 8. Ta kota omogocita, da chovi sferi. Vir: [3]

kubit vizualiziramo z Blochovo sfero (slika 1). Polarni kot 6 je

definiran tako, da stanje |0) ustreza kotu 6 = 0 in stanje |1) kotu § = 7. Z azimutskim kotom ¢ pa
opiSemo rotacijo v ravnini, ki je pravokotna na os med stanjema |0) in |1) [, str. 13-16].

2.2 Kvantna vrata

Za transformacije stanj v kvantni mehaniki uporabljamo linearne operatorje, ki jih predstavljamo z
matrikami. V kvantnem rac¢unalnistvu linearne operatorje za transformacijo stanj kubitov imenu-
jemo kvantna vrata. Za uporabo matri¢ne oblike operatorjev, stanje kubita zapiSsemo kot vektor

)
3|

Kljucéna lastnost operatorjev je, da morajo ohranjati vsoto verjetnosti, kar pomeni, da mora biti
vsak operator, ki predstavlja kvantna vrata, unitaren. To je ekvivalentno pogoju UTU = I, kjer
oznac¢uje hermitsko konjugiranje. Iz tega sledi, da za unitarne operatorje velja zveza U~! = UT, kar
pomeni, da je njihove inverze enostavno poiskati.

Primer kvantnih vrat so Paulijeva vrata X, ki sluzijo kot razsiritev klasi¢ne operacije NOT. Ta
vrata lahko konstruiramo tako, da zahtevamo klasi¢ni lastnosti X |0) = |1) in X |1) = |0), iz Cesar
po linearnosti sledi X (« |0y + 5 [1)) = 80) +« |1). Kvantna operacija NOT torej zamenja amplitudi
stanj |0) in |1). To linearno preslikavo lahko opisemo tudi z matriko na shemi 2, v kateri je razviden
shematic¢ni prikaz vrat v vezju.

x=[1 v) —{xX— x1w)

Shema 2. Predstava Paulijevih X vrat kot matrike in v vezju.

Ena izmed najpomembnejsih kvantnih vrat so Hadamardova vrata. Njihova pomembnost izhaja
predvsem iz lastnosti, da ob delovanju na stanji |0) in |1) naredi superpozicijo, kjer sta verjetnosti za
obe stanji enaki. Torej H |0) = (|0) +[1))/v/2in H |1) = (|0) — [1))/+/2. O kljucnosti te operacije se
prepricamo tudi v naslednjih poglavjih, kjer analiziramo delovanje Shorovega algoritma. Prikazana
so na shemi 3 [, str. 17-20].
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Hﬂéﬁ _11] W) —{H |~ H )

Shema 3. Predstava Hadamardovih vrat kot matrike in v vezju.

Za nadaljnje razumevanje so klju¢na Se fazna vrata. Ta delujejo tako, da koeficientu stanja
|1) dodajo faktor faze €!*, medtem ko stanje |0) ostane nespremenjeno. Spomnimo se tudi prej
omenjene Blochove sfere, kjer spreminjanje faze spremeni azimutski kot kvantnega stanja. Ponavadi
omenjamo tri fazna vrata: Paulijeva vrata Z, ki dodajo fazo ¢ = w, vrata S z dodatkom faze
¢ =7/2 in vrata T z dodatkom faze ¢ = 7/4. OpiSemo jih z naslednjimi matrikami:

1 0 10 1 0
Z_[o —1]’ S_[o z} T_[o ei”/4]

7 nekaj znanja kompleksne analize med temi tremi vrati opazimo medsebojno odvisnost. Velja
namre¢ Z = S? in § = T?. Ta povezava vodi do posplogitve na rotacijska fazna vrata Ry, ki dodajo
fazo 2m /2F:

1 0

S temi vrati opiSemo vsa prejsnja vrata z vrednostmi k = 1,2,3 [4, str. 174, 218].

2.3 Kontrolna kvantna vrata

Ideja kontrolnih kvantnih vrat je, da imamo en kontrolni bit, ki obi¢ajno ostane nespremenjen, in
drug bit, na katerega zelimo delovati z danimi kvantnimi vrati le, ko je prvi bit v stanju 1. Najbolj
osnovni primer takih vrat so kontrolna-NOT (CNOT) vrata (tabela 1b). Njihovo delovanje na
drugem tarénem bitu je analogno klasi¢ni operaciji XOR, katere delovanje je opisano v tabeli 1a.

A|B| AaB Kontrola | Tarca | Kontrola | Taréa (po CNOT)
010 0 0 0 0 0
011 1 0 1 0 1
110 1 1 0 1 1
111 0 1 1 1 0
(a) Delovanje operacije XOR. (b) Delovanje vrat CNOT.

Tabela 1. Primerjava operacije XOR in vrat CNOT.

Za opis teh vrat moramo najprej razsiriti prostor na dva kubita [¢1) ® |1)2). Tako ustvarimo
stiri nova stanja |00) ,[01),]10),|11) in lahko operator CNOT zapiSemo v matri¢ni in vezni obliki
na shemi 4 [4, str. 177-178], [5].

P —e——

1y —b—

oS O O
S O = O
_— o O O
o= OO

Shema 4. Predstava vrat CNOT kot matrike in v vezju.

Obstaja tudi splosna implementacija kontrole na poljubnih vratih, ki je tu sicer ne navajamo, a
se jo v implementaciji Shorovega algoritma pogosto uporabi.
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3. Shorov algoritem

Shorov algoritem reSuje matemati¢ni problem iskanja faktorjev poljubnega Stevila, ki ga preobli-
kujemo v iskanje modularnega reda. Kljuéna zamisel algoritma je, da najprej na klasicen nacin
obravnavamo posebne primere, ki jih je mozno ucinkovito resiti. Primer iskanja reda nato pre-
pustimo kvantnemu algoritmu. Podrobneje bomo potek Shorovega algoritma pojasnili, ko bomo
razumeli njegove glavne komponente.

3.1 Uvod v iskanje reda

Delovanje algoritma za iskanje reda temelji na operatorju U, katerega lastne vrednosti vsebujejo
informacijo o redu. Tak operator namre¢ omogoci, da problem resimo s kvantnim iskanjem lastnih
vrednosti. Najprej pojasnimo pojem reda: red sStevila x po modulu N je najmanjSe pozitivno celo
stevilo r, ki zadosca enacbi 2" =1 (mod N), pri ¢emer sta x in N prav tako pozitivni celi stevili.
Operator U za problem iskanja reda vpeljemo kot

zymod N), y <N,
Uly) = ! >
v) y =N,

zay € {0,1}%, kjer je L stevilo potrebnih kubitov za stanje |y). Za nas problem pa se lahko omejimo
na vrednosti y < N. Motivacija za to definicijo izhaja iz lastnosti r-te potence operatorja. Recimo,
da je A neka lastna vrednost operatorja U, ki ji pripada lastni vektor |y):

U'ly) = |z"ymod N) = |y) = X" |y) .

Iz te enakosti sledi, da mora veljati A" = 1. Resitve te enacbe so A = exp [(27is)/r] za vsa cela
Stevila s, kjer je 0 < s < r. Ta lastnost potrjuje, da lastne vrednosti operatorja U dejansko kodirajo
iskani red r, kar je bil nas cilj pri vpeljavi operatorja.

Pokazimo Se, da so vektorji

lug) = Zexp[ zmﬂ ’xk mod N> 2)

lastni vektorji operatorja U in s tem dokazimo, da so vse resitve prejSnje enacbe A" = 1 tudi lastne
vrednosti operatorja U. Za potrditev tega na vektorje |us) delujemo z operatorjem U in dobimo
stanje

Pokazati moramo torej, da je to stanje sorazmerno prvotnemu vektorju |us). Opazimo, da imamo eno
odvec¢no stanje |z” mod N) in eno manjkajoce stanje ‘a:o mod N > v primerjavi z definicijo vektorja

|us)

U|us) = exp [27”8} Zexp [ 27”81{:] ‘xk mod N> +
+ exp [—271'25(—)] |z" mod N).
r

Velja pa tudi cikliéna lastnost |z" mod N) = |1) = ‘xo mod N), ki omogo¢i, da lahko stanje zapisemo
kot

2
U ) = exp [ 7”3] )
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S tem smo natan¢no opredelili operator U, lastne vrednosti exp (27is/r), ki mu pripadajo, in za-
kaj je njegova definicija smiselna za iskanje reda. Nadaljujemo z obravnavo kvantne Fourierove
transformacije, ki je kljuéni korak algoritma ocenjevanja faze in omogoca uc¢inkovito iskanje lastnih
vrednosti [1, str. 226-227].

3.1.1 Kvantna Fourierova transformacija

Fourierova transformacija je integralska transformacija, ki omogoca pretvorbo v frekvenéno domeno.
Za primer signalov uporabljamo diskretno Fourierovo transformacijo, ki transformira vektor komple-
ksnih tock [zg,z1,...,2x_1]7 v drug kompleksen vektor [yo, y1, ..., ynv—1]? po naslednjem predpisu:

1 N-1
L 2 : 2mijk/N
= —F € Tk
Y N k=0

Kvantna Fourierova trasformacija analogno transformira kvantna stanja namesto vektorjev. Za
potrebe ¢lanka zadosca definicija na ortonormirani bazi, kjer ortonormirano stanje oznac¢imo z |j)
[1, str. 217):

> PN k) (3)

Iz definicije lahko razberemo, da je operacija linearna in unitarna, kar pove, da jo lahko pred-
stavimo kot kvantna vrata. Zelimo jih sestaviti iz ze poznanih preprostejsih kvantnih vrat, a k
temu s trenutnim predpisom tezko pristopimo. Zato uvedemo alternativni zapis binarnih ulomkov
0.51J141--0n = J1/2+ Jix1/2% 4+ -+ 5 /27771 in 7z nekaj algebre, ki je na voljo v dodatku, izpeljemo
zvezo ekvivalentno, enacbi (3) v produktni reprezentaciji:

(’0> + e27ri(]‘jn |1>) (‘0> + eQﬂiO.jnfljn ’1>) . (‘0> + e27ri0.j1j2...jn ‘1>)
on/2 ’

(4)

‘j17j27"' 7]n> —

Ta oblika olajsa konstrukcijo vezja, saj vsako posamicno stanje kubita zapiSemo v enem oklepaju
in zaradi tega vidimo toCne transformacije vhodnih kubitov. Zavoljo boljse preglednosti je nor-
malizacijski faktor v preostanku tega poglavja izpuséen. Opazimo, da za potrebne transformacije
lj1) — |0) + e2m0i-dn | 1) kjer je 0 < I < n, v fazo dodamo tudi informacije o stanju drugih n — I
kubitov. Iz tega lahko razberemo, da za vsak kubit |j;) uporabimo ena enokubitna vrata, ki podajo
informacijo o stanju |j;), in n — [ dvokubitnih vrat, ki podajo informacijo o stanju drugih kubitov
l7k), kjer je I < k < n.

|j1> Ry 1 R, I |0> + 27m:0,51-dn |1>

lj2) e EI_ AR, S HR, 1 - |0) + e2mi-0:d2--dn |1)
[Fn—1) R 10) + €270dn—1in |1)
|]n> cee —c |0> + 270, |1>

Shema 5. Vezje kvantne Fourierove transformacije.

Kubit |j,) moramo torej preobraziti po predpisu |j,) — |0) + €2™0-Jn |1). Za to transformacijo
potrebujemo le enokubitna Hadamardova vrata iz sheme 3. Kubit ima namre¢ na zac¢etku dve mozni

Matrika 12 (2025) 2 5



Luka Papez

stanji |0) ali |1), ki se transformirata v |0) 4+ |1) in |0) — |1). Transformirani stanji lahko zapisemo
tudi kot [0) + e>0/2|1) ter |0) + €2™/2|1). To je natanko to, kar zelimo, saj je prej uvedeni zapis
0.7, lahko enak le 0 ali 1/2.

V naslednji transformaciji [j,—1) — |0) + €2™0-Jn=1Jn |1) na enak naéin uporabimo Hadamardova
vrata in tako preidemo v stanje |0) + e27%J»-1|1). V fazo moramo dodati le $e informacijo o kubitu
|7n)- To storimo s pomocjo rotacijskih faznih vrat Ry iz enacbe (1). V tem primeru potrebujemo
fazna vrata z vrednostjo k = 2, saj zelimo dodati fazni faktor e27%»/4, Stanje kubita |j,) upostevamo
s funkcijo kontrole. Ko velja |j,—1) = |1), Zelimo namre¢ fazo dodati, v nasprotnem primeru, ko je
lin—1) = |0), pa tega ne zelimo storiti. Iz poglavja o kontrolnih vratih vemo, da natanko to stori
kontrolni kubit. Kot kontrolni kubit na vrata Rs torej povezemo kubit |j,) in vrata spremenimo v
dvokubitna. Za preostale transformacije ponovimo ekvivalenten proces tako, da za vsak kubit |j;)
oziroma ,,.binarno decimalko* dodamo kontrolna rotacijska fazna vrata s primerno vrednostjo &, kot
je razvidno iz sheme 5 [1, str. 218-221].

3.1.2 Ocenjevanje faze

V kontekstu ¢lanka je ocenjevanje faze le korak algoritma za iskanje reda, a je to v resnici samostojen
problem, s katerim pois¢emo lastno vrednost znanega operatorja. Pogosto se pojavlja tudi v drugih
algoritmih, kot so iskanje periode in diskretno logaritmiranje.

Recimo, da imamo podan splosen unitarni operator U z lastnim vektorjem |u). Iz unitarnosti
vemo, da velja U |u) = €2™% |u), kjer se zadoSéa omejiti na ¢ med ni¢ in ena. Problem, ki ga
reSujemo z ocenjevanjem faze, je iskanje vrednosti neznanke .

K razlagi algoritma ocenjevanja faze pristopimo s pomocjo produktne oblike kvantne Fourierove
transformacije na enacbi (4). Namre¢, ¢e U |u) preobrazimo v tako obliko, lahko uporabimo inverzno
kvantno Fourierovo transformacijo, da dobimo stanje, ki opisuje priblizek neznanke (.

Prvi korak v tem procesu je, da vzamemo t kubitov v stanju |0) in na njih uporabimo Hada-
mardova vrata iz sheme 3. Tako je vseh t kubitov v stanju (|0) + [1))/v/2. Z dolocitvijo stevila
kubitov ¢ tudi dolo¢imo natanénost priblizka ¢. S tem namre¢ omejimo Stevilo ,binarnih decimalk®,
ki jih dobimo iz inverzne kvantne Fourierove transformacije. Od tod naprej ponovno izpuséamo
normalizacijske faktorje.

Stanjem moramo dodati Se fazo s pravimi ,binarnimi decimalkami“ ¢. Spomnimo se uvedenega
zapisa @ = p1/2+02/22 4+ -+, /2" = 0.1 . . . . Opazimo, da ,binarne decimalke* pomikamo
v levo z mnozenjem z dve, oziroma s kvadriranjem, ko je ¢ v eksponentu e>™. Prva ,binarna

2mik za vsako

decimalka“ se tako pomakne med cela §tevila in se o njej izgubi informacija, saj je e
celo Stevilo k enak 1. Torej, ¢e na stanje |u) delujemo z U 2/-krat, dobimo U2’ |u)=e2™2’? ). To
lahko iz prejsnjih ugotovitev ekvivalentno zapisemo z e270-Pi+1@j+2:%n |y},

Naslednji korak je prenos faze v kubite, na katere smo delovali s Hadamardovimi vrati. Po-
dobno kot pri konstrukciji vezja kvantne Fourierove transformacije to dosezemo tako, da s kontrolo
povezemo kubit in operator U 2’ Kontrolna vrata se aktivirajo le za stanje |1). Kubiti pa so tre-
nutno v stanju |0) 4 |1). Sledi konéno stanje kubita [0) + e2™2'? [1). Vse, kar preostane, je, da to
storimo za vsak kubit s primerno potenco operatorja, kar je razvidno iz sheme 6 [1, str. 221-223|.
Uspeli smo pripraviti stanje, iz katerega lahko z inverzno kvantno Fourierovo transformacijo pri-
dobimo Zeljeni priblizek za . Poznamo vezje kvantne Fourierove transformacije iz sheme 5. S
hermitskim konjugiranjem vezje preobrazimo v vezje inverzne kvantne Fourierove transformacije.
Nato ga uporabimo na trenutnem stanju ¢ kubitov:

(’0) + e27ri0.<pt ’1>) (’0) + 627ri0.apt,1got |1>) .. (’0) + 627ri0.<p1g02...<pt ’1>)
/2 (5)
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in dobimo stanje priblizka ¢:

lo192...01) -

‘0> _@ Ce ‘0> + 627Ti(2t’1<p) ‘1>

‘0> _@ . ‘O> + 62772'(22@) |1>
‘0> _@ - ‘0) + e27ri(21tp) |1>
0 ] - 0) + €27 )

w +—v Hoe Hor b—- o 0

Shema 6. Del vezja ocenjevanja faze, ki pripravi t kubitov na inverzno kvantno Fourierovo transformacijo.

Preden se vrnemo na resevanje problema iskanja reda, zapiSimo Se matemati¢no zvezo za trans-

formacijo v stanje (5). Po uporabi Hadamardovih vrat na vseh ¢ kubitih z zacetnim stanjem |0),
t

lahko zapiSemo novo stanje kot 27/2 2]2-:_01 |7), pri cemer j predstavlja vrednosti, ki pokrivajo vse

mozne binarne kombinacije ¢ kubitov. Naslednji korak transformacije je delovati z vsemi kontrol-

nimi operatorji U 2" na lastno stanje |u). Funkcijo kontrole v kvantnem vezju lahko opisemo s

potenciranjem operatorja na vrednost stanja posameznega kubita:

. . N 1 n—1. :
[5) [u) = 13) (UZ YU ). (U Y Ju) =
— |]> Uj020+j1+"'+jn712n71 — |]> U’ |u> .
V tej enacbi j; predstavljajo binarne komponente Stevila j in hkrati vrednosti posameznih stanj
kubitov. S takim pristopom opazimo, da potenca U ustreza vrednosti j. S to ugotovitvijo pridemo
do zZeljene oblike zapisa transformacije ¢ kubitov v stanju |0) in lastnega stanja |u) operatorja U v

stanje (5):
2t—1

10)10) - - 10) [u) — \/15 ;) ) U7 |u). (6)

3.2 Iskanje reda

Iskanje faze smo obravnavali podrobneje, saj smo zeleli poiskati lastno vrednost U |u) = €% |u),
v katero smo zakodirali red z operatorjem U = |zy (mod N)). Algoritem za ocenjevanje faze to
omogoca, ¢e izpolnimo dva pogoja:

e Ucinkovito implementiramo operator U? za poljubni j.
e Pripravimo lastno stanje |us) iz enacbe (2).

Prvi pogoj izpolnimo z uporabo algoritma hitrega modularnega potenciranja [, str. 228], na katerega
se v tem ¢lanku ne osredotocamo. Za izpolnitev drugega pogoja opazimo lastnost lastnih vektorjev
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operatorja U:
r—1
1
— s) = |1).
ﬁgw 1) (7)

V tej enachi opazimo vsoto geometrijske vrste, iz ¢esar sledi, da je vsota po s vseh ¢lenov lastnega
stanja |us), razen tistih z vrednostjo k = 0 (k definiran v ena¢bi (2)), enaka ni¢. Tako v vsoti ostane
le r clenov s stanjem |1), kar se s koeficienti izvrednoti v stanje |1).

Ta lastnost omogoca, da v algoritmu ocenjevanja faze nadomestimo lastno stanje z enostavnej$im
stanjem |1). Vendar se pri meritvi rezultata zaplete, saj je vrednost faze s/r odvisna od lastnega
stanja |us). Namesto enega lastnega stanja |us) pa smo uporabili stanje [1), ki je po enacbi (7)
superpozicija vseh lastnih stanj |us). Tezavo resimo tako, da opravimo meritev na stanju |1), ki
nam vrne eno izmed lastnih stanj |ug), kar doloc¢i vrednost s z enakomerno verjetnostjo 1/r iz
mnozice {0,1,...,7 — 1}. Tako je vrednost s/r dolocena na t ,binarnih decimalk® [4, str. 226-228|.

Iz stevila s/r potem izlus¢imo vrednost reda r z algoritmom veriznih ulomkov. V kontekstu
Shorovega algoritma algoritem veriznih ulomkov sluzi za pretvorbo racionalnega Stevila v obliko
ulomka. Prvi korak algoritma je, da neko stevilo a zapiSemo v naslednji obliki:

1

a=ag+ = lao, ..., an]. (8)
a1+ﬁ

1

“tan

S pomocjo tega zapisa definiramo m-ti konvergent kot [ag, ..., am] za 0 < m < M, ki je m-ti priblizek
ulomka stevila. Drugi konvergent, torej m = 2, lahko zapisemo kot [4, str. 230]:

1 as apaiaz + ag + ag
lag, a1, as) := ap + T =ao+ =

ar+ 4 0 ajas +1 aijas +1

Za boljse razumevanje izvedimo algoritem na Stevilu 2,8125. Najprej ga prevedemo na obliko iz
enacbe (8):
1 1 1

2,8125 = 2+ 0,8125 = 2 + =24+ ——F— =2+ :
1+0,230769 ... 1+ o 1+ o
3

Alternativna oblika stevila 2,8125 je torej [2, 1,4, 3]. Ta postopek vrne tri priblizke ulomka vrednosti
2,8125: %, %, %, na koncu pa Se ulomek s toéno vrednostjo ‘11—2.

Naravno vpraSanje, ki sledi, je, kaj se zgodi v primeru, ko imata Stevili s in r skupne faktorje.
Algoritem veriznih ulomkov takrat najde 7/, ki je faktor reda r. Da r’ ni red, hitro preverimo preko
definicije reda 2" = 1 (mod N). Nastali problem resimo tako, da algoritem iskanja reda Se enkrat
poZenemo na §tevilu 2. Opazimo namreé, da je red stevila 2" po modulu N enak r /7', saj velja
(") = 2" =1 (mod N) [4, str. 231].

Povzemimo vse korake algoritma za iskanje reda [1, str. 232]:

1. Inmicializacija:
Pripravimo sistem s ¢ kubiti v osnovnem stanju |0) in $e eno dodatno stanje |1).

2. Ocenjevanje faze:

e Na t kubitov v zacetnem stanju |0) najprej delujemo s Hadamardovimi vrati. Nato Se s
kontrolnimi vrati U?’, pri ¢emer dodatni kubit |1) predstavlja superpozicijo lastnih stanj
operatorja U, kot v enacbi (7). Tako dobimo superpozicijo stanj, katerih splosna oblika
je v enacbi (5). Tocen postopek je prikazan na shemi 6.
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e Na trenutnem stanju uporabimo inverzno kvantno Fourierovo transformacijo in dobimo
: 1 r—1
stanje —- Do |s/T) |us).

3. Meritev:
Izvedemo meritev in pridobimo s/r, z naklju¢no vrednostjo 0 < s < 7.

4. Algoritem veriznih ulomkov:
S pomocjo algoritma veriznih ulomkov izra¢unamo rezultat, red r.

3.3 Faktorizacija

Shorov algoritem poenostavimo z izrekom, ki pravi, da ¢e za sestavljeno Stevilo N pois¢emo celo
Stevilo x, ki je resitev enacbe 22 = 1 (mod N) v intervalu 1 < z < N in ne velja z = 1 (mod N),
nitiz = N—1= —1 (mod N), potem lahko uporabimo koncept najvecjega skupnega delitelja (ged),
saj je vsaj eden izmed ged(z — 1, N) in ged(x + 1, N) netrivialni faktor Stevila N [4, str. 233].

Iz ideje, ki sledi iz izreka, i8¢emo Stevilo x v intervalu 1 < z < N, ki ima sod red r po modulu
N. S to zahtevo lahko zapisemo definicijo reda v obliki, ki zados¢a izreku (2'/2)2 = 1 (mod N).
Preveriti moramo le Se, da velja 27/2 # —1 (mod N). Neenakost 2"/ # 1 (mod N) je namre¢ ze
izpolnjena, saj bi v nasprotnem primeru red bil delitelj r/2, kar r ni. V primeru, ko so vsi pogoji
izpolnjeni, je tako vsaj eden izmed ged(z™/2 — 1, N) in ged(z'/2 +1, N) faktor Stevila N [1, str. 233].

S to¢nimi koraki algoritma dolo¢imo Se vse posebne primere, ki jih je hitreje izracunati klasi¢no
[1, str. 233-234]:

Klasi¢ni del algoritma:

1. Sodost:
Ce je N sod, takoj vrnemo 2 kot enega izmed faktorjev.

2. Preverjanje popolne potence:

b

Preverimo, ali obstajata celi tevili @ > 1 in b > 2, za kateri velja N = ab. Ce obstajata,

vrnemo a kot faktor.
Kvantni del algoritma:

3. Izbira stevila za iskanje reda:
Nakljuéno izberemo stevilo z v intervalu 1 < x < N. Izra¢unamo ged(x,n); Ce je ta vecji od
1, smo ze nagli netrivialni faktor.

4. Iskanje reda:
Uporabimo kvantni algoritem za iskanje reda r Stevila z po modulu N.

5. Preverjanje pogojev in izracun faktorja:
Ce je /2 sod in z7/? # —1 (mod N), izra¢unamo ged(z'/? — 1, N) in ged(z"/% 4+ 1, N). Nato
preverimo, da je vsaj eden izmed njiju faktor Stevila N, ki ga v tem primeru vrnemo. V
primeru, ko pogoji niso izpolnjeni, algoritem ne najde netrivialnega faktorja.

V zadnjem koraku omenimo tudi moznost neuspeha algoritma. Eden izmed moznih razlogov je,
da algoritmu kot vhod podamo prastevilo N. V tem primeru algoritmu ne bo uspelo najti nobenega
faktorja, ker ti ne obstajajo. Druga moznost je, da z nakljuéno izbiro izberemo z, za katerega red
po modulu N ne obstaja ali pa je ta lih. V takem primeru moramo algoritem ponoviti z drugo
vrednostjo z. Tocka neuspeha lahko izvira tudi iz premajhne natan¢nosti ocene faze, kar algoritmu
veriznih ulomkov onemogo¢i najdbo prave vrednosti reda.
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3.3.1 Faktorizacija Stevila 15

Za primer delovanja Shorovega algoritma smo izbrali Stevilo 15. Vsa manjSa Stevila namre¢ ucin-
kovito faktoriziramo brez uporabe algoritma za iskanje reda. Predpostavimo, da izberemo Stevilo
x = 7. Ta izbira oCitno ni faktor Stevila 15, zato nadaljujemo z iskanjem reda r Stevila 7 po modulu
15. S to izbiro smo definirali operator U |y) = |7y mod 15).

Naslednji korak je algoritem ocenjevanja faze. Za na$ primer vzamemo ¢ = 3 kubite v stanju |0)
in stanje |1). Uporabimo transformacijo iz enacbe (6) in jo razpisimo za nas primer:

7
31k (7’“ mod 15) =
k=0

= —=[(|000) + [100)) [1) + (|001) +[011)) |7) +

2t—1

Zyk Uk =

w w

+ (]010) + |110)) |4) + (]011) + |100)) |13)].

Nato na t kubitih, ki so zaceli v stanju |0), uporabimo inverzno Fourierovo transformacijo. Na toc¢en
postopek pretvorbe se tu ne bomo osredotocali, a preko nje dobimo stanje

5 151000 (11) +17) + 14) + 118)) + 3 [010) (1) — i [7) — |4) +113) ) +
45 1100) (1) = [7)+ [4) — [13)) + 3 [110) (1) +i[7) — |4) i 113)) . (9)

Na tej tocki bi v dejanski izvedbi algoritma izvedli meritev na stanju |1) in z meritvijo bi bil dolo¢en
nakljucen lastni vektor |us) operatorja U in s tem vrednost s. Mi pa v enacbi (9) prepoznamo lastne
vektorje znotraj oklepajev in zapiSemo v lepso obliko:

—(1000) fup) + [010) ) +]100) [us) + 110} Ju5))

V4

Poljubno izberimo stanje za s = 1, torej s/r = 0.¢1902¢2 = 0.010 = 0.25 = 0 + 1/4. Torej je r = 4
res red in je sod, zato preverimo Se pogoj /% # —1 (mod N). Izra¢unamo se ged (742 —1,15) = 3
in gcd(74/2 + 1,15) = 5. Oba najvecja skupna delitelja sta tudi faktorja in s tem je algoritem
zakljucen [0].

4. Praktiéne omejitve

Ceprav je teorija Shorovega algoritma dobro razvita, je prakti¢na izvedba Se vedno precej oddaljena.
Edini stevili, ki ju trenutno lahko konsistentno faktoriziramo z uporabno kvantnega algoritma, sta
15 in 21, pri ¢emer je napredek v smeri faktoriziranja vecjih stevil pocasen. Stevilo 15 je bilo
prvic¢ faktorizirano ze leta 2001, 21 pa Sele leta 2012. V zadnjih letih so bili tudi uspesni primeri
faktoriziranja vecjih Stevil, a ti niso zanesljivi [7]. Glavni razlog za to omejitev je v visokem Stevilu
za izvedbo potrebnih kubitov. Ceprav trenutna najveéja implementacija razpolaga s 1180 kubiti,
so ti Se vedno moc¢no izpostavljeni Sumu, kar povzroca visok delez napak [3]. Zaradi teh tezav
sifriranje RSA, ki smo ga v uvodu predstavili kot motivacijo za faktoriziranje stevil, Se ni ogrozeno,
saj trenutni kvantni racunalniki niso sposobni kompleksnosti, potrebne za razbitje kriptografskih
kljucev.

5. Zakljucek

Shorov algoritem dokazuje, da kvantni racunalniki lahko reSujejo dolocene probleme bistveno hitreje
kot klasi¢ni algoritmi. V tem ¢lanku smo obravnavali njegovo poenostavitev na iskanje reda, ki
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ga je mogoce poiskati s pomocjo ocene faze in kvantne Fourierove transformacije. Kljub nekaterim
prakti¢nim omejitvam ostaja Shorov algoritem pomemben mejnik v razvoju kvantnega rac¢unalnistva
ter ponuja vpogled v potencial kvantnih tehnologij za reSevanje problemov, ki so trenutno neresljivi.

6. Dodatek

6.1 Izpeljava produktne reprezentacije kvantne Fourierove transformacije

Izpeljavo produktne reprezentacije kvantne Fourierove transformacije za¢nemo z definicijo iz po-
glavja o kvantni Fourierovi transformaciji:

2"—1
1 g Jam
|]> N 7 Z e27rwk/2 |k‘>
k=0

Prvi korak je, da vsoto iz definicije nadomestimo z n vsotami, kjer vsaka obsega vse mozne vrednosti
posameznega kubita. V eksponentu pa Stevilo k zapisemo z vsoto, ki je ekvivalentna zapisu Stevila
k z ,binarnimi decimalkami“. Ta zapis omogo¢i pretvorbo v zapis s tenzorskim produktom

1 1 1 1 n
271/2 S Y SR ) = 27% Do 2 @ k).

k1=0 kn=0 k1=0 kp=0 I=1
Za izvedbo naslednjega koraka potrebujemo multilinearnost tenzorskega produkta, ki jo za n = 2
zapiSemo kot:
(a+b)@(c+d)=a®@c+a®@d+bRc+b®d.

S to lastnostjo preobrazimo enacbo (10) v

1 n 1 I
@ [ X

1=1 \ k=0

Iz slednje nato razpiSemo vsoto in tenzorski produkt v kon¢no stanje

oz & (10 + 7 1)) =
=1

(|O> + e?m’O.jn |1>) (|0> 4 627ri0.jn—1jn |1>) o (|0> 4 €2wi0.j1j2...jn |1>)
on/2 ’

Tako smo izpeljali obliko kvantne Fourierove transformacije, ki jo uporabimo za konstrukcijo vezja
in za razlago postopka ocenjevanja faze |1, str. 218].
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